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1. Problemas, instancias y algoritmos

Un problema computacional es una pregunta o célculo cuyo resultado queremos obtener con una
computadora. Un problema se especifica en términos generales, parametrizando los datos de entrada del
mismo y describiendo lo que esperamos obtener como resultado final. Por ejemplo:

Problema: Exponenciaciéon de naturales.
Entrada: Dos ntimeros naturales a y b.
Salida: Un natural r que sea el valor de a®

Una instancia es una asignacién de valores a los datos de entrada de un problema. Para el problema
anterior, un ejemplo de instancia es a = 5,b = 2 y su resultado es » = 25. Un algoritmo resuelve un
problema si obtiene la respuesta correcta para cualquier instancia del mismo.

En computacién, dificilmente ocurre que un problema tenga un tnico algoritmo correcto. Dada la
diversidad de opciones con las que se cuentan al momento de disenar un algoritmo, en este curso hay tres
cosas que nos preocuparan: jcomo saber si un algoritmo dado es correcto?, jcémo saber qué tan eficiente
es un algoritmo? y finalmente jcomo disenar un algoritmo mads eficiente si el que tengo es muy lento?

Los temas de correctitud y eficiencia los veremos desde el punto de vista tedrico, pero los problemas
también abordaremos de forma practica mediante implementaciones en C++. Esto implica varias cosas:

= La eficiencia tedrica no necesariamente corresponde uno a uno con la eficiencia en la practica. El tiempo
de ejecucién de un algoritmo puede variar (a veces drasticamente) dependiendo de las capacidades del
hardware en el que se ejecuta. Sin embargo, un algoritmo que es teéricamente muchisimo mas eficiente
que otro, casi siempre es muchisimo més eficiente también en la practica.

= Los lenguajes de programacién cercanos al hardware tienen tipos nativos que estdn limitados a los
conceptos que el hardware puede modelar. Por ejemplo, si n = 10° entonces n = 10?” pero este dltimo
valor no cabe en un entero de 64 bits. Un algoritmo puede ser correcto en la teoria y su implementacién
ser incorrecta en la practica para algunas instancias extremas. En este curso, cada vez que se proponga
un problema a implementar, también se espeficaran los limites de los valores de entrada.

El disefio de algoritmos es un tema complicado que involucra todos los aspectos anteriormente mencio-
nados (no es 1til disefiar un algoritmo incorrecto y suele no ser 1til disefiar un algoritmo més ineficiente).
En este curso se abordaran unicamente algunas técnicas generales de disenio de algoritmos.

2. Correctitud de algoritmos recursivos

Un algoritmo recursivo es aquél que, para calcular la respuesta de una instancia dada, primero resuelve
una o mas instancias mas faciles del mismo problema y luego usa sus resultados para calcular la respuesta
de la instancia original. Plantearemos un algoritmo recursivo para exponenciacién de naturales.
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Supongamos que queremos calcular 22°. Por supuesto, una forma de hacerlo es multiplicar 2 veinte
veces por si mismo, pero hay una alternativa. ;Qué pasa si, de alguna forma, ya supieramos cuanto
vale t = 2197 En este caso, el célculo de 220 se vuelve simplemente t x t ya que 220 = 210 x 210,
Notese codmo estamos resolviendo una instancia de exponenciaciéon de naturales, usando otra instancia de
exponenciacion de naturales, aunque la otra instancia se intuye que es mas facil porque el exponente es
menor. Para calcular 2'° que atin no sabemos cuanto vale, podemos aplicar la misma idea: ;qué pasa si,
de alguna forma, ya supieramos cuanto vale ¢’ = 2°? entonces 2'° es simplemente ¢’ x t'.

Si queremos volver a aplicar la idea de calcular a® usando a%7 debemos tener cuidado ahora al calcular
25. Es cierto que 2° = 22:5x 22 pero 22-° no es una instancia del problema de exponenciacién de naturales
y termina empeorando la situacién. En general, es mejor auxiliarnos de calcular al3). Cuando el exponente
es impar como en 2°, ahora tenemos t” = 212%] = 22 y hay que observar que 2° =t/ x ¢ x 2. En un
planteamiento recursivo correcto, eventualmente aparecen instancias que son tan faciles de resolver que
podemos (y debemos) resolverlas directamente. Por ejemplo, 2° = 1 y no tiene caso aplicar recursién. A
estas instancias se les denomina casos base. El algoritmo recursivo para exponenciaciéon natural es:

subrutina ExponenciaciénNatural(natural a, natural b)
sib=0
regresa 1
sino
t + ExponenciaciénNatural(a, |5 ])
si b es par
regresat Xt
sino
regresa t Xt X a

En el anexo [A] puede consultarse una implementacién en C++ de éste y todos los demds algoritmos
que se especifiquen formalmente en las notas. La implementacién provista del algoritmo de exponenciacién
natural sélo funcionars si se invoca con niimeros naturales (en particular en el exponente) y sélo regresard
el resultado correcto si éste es representable en el int del lenguaje. Una implementacién del algoritmo
anterior que use enteros de precisién arbitraria sera correcta sin importar la magnitud del resultado.

Aunque la intuicién nos diga que el algoritmo anterior estd bien, lo demostraremos formalmente. La
demostracion de correctitud de algoritmos recursivos suele ser sencilla porque es una aplicacién directa
de induccién matematica. En inducciéon matematica, partimos de un primer caso que es correcto y luego
demostramos simbdlicamente que los siguientes casos también lo son. Dado que en la funcién anterior el
tnico valor que cambia durante la recursién es el exponente b, haremos induccién sobre b. Por simplicidad
notacional, en la demostracién nos referiremos a la funcién de exponenciacién natural como f.

Demostracién. Primero probaremos que f(a, 0) es correcto. Sabemos que a® es 1y vemos que el algoritmo
regresa 1 cuando b = 0, por lo que el caso base es correcto. Ahora supondremos que f(a,b’) es correcto
para toda 0 < V' < b y demostraremos que f(a, b) es correcto. Dado que el algoritmo se comporta de
forma distinta cuando b es par que cuando no lo es, necesitamos manejar dos casos:

» Si b es par, entonces b = 2k. Dado que b > 0 entonces k < b. El exponente que usamos en la

recursion es Lkgj = | 22| = k. Por la hipétesis de induccién, t = f(a,k) = a*. El algoritmo regresa
txt=a" 2

2
' x aF = a?* = a®, por lo que el algoritmo es correcto en este caso.

= Si b es impar, entonces b = 2k + 1. Dado que b > 0 entonces k < b. El exponente que usamos en la
recursién es | 2] = |25H | = k. Por la hipétesis de induccién, t = f(a, k) = a”. El algoritmo regresa

txtxa=a"xa¥xa=a**tT =ab, por lo que el algoritmo es correcto en este caso.

O

Otro ejemplo que trabajaremos es el del coeficiente binomial. El coeficiente binomial (Z) es la cantidad
de combinaciones que se pueden formar escogiendo k objetos de los n disponibles. El coeficiente binomial
estd definido para enteros 0 < k < mn y la férmula mas conocida es ﬁlk), Sin embargo, nosotros

presentaremos un planteamiento recursivo para calcular (Z) y demostraremos que es correcto. Al igual
que el ejemplo anterior, en la demostracién denotaremos como f a la funcién recursiva propuesta.



subrutina CoeficienteBinomial(natural n, natural k)
sik=00k=n
regresa 1
sino
regresa CoeficienteBinomial(n — 1, k) 4+ CoeficienteBinomial(n — 1,k — 1)

Demostracion. Primero probaremos que f(n,0) y f(n,n) son correctos. Cuando k = 0 entonces Wlk)' =

ﬁy’l)! que es igual a 1. Cuando £ = n entonces ﬁlk)' = #(')), que es igual a 1. Como el algoritmo regresa
1 en ambos casos, los casos bases de algoritmo recursivo son correctos.

Como los casos de k = 0 y k = n estan cubiertos por los casos bases, falta demostrar el caso donde
0 < k < n. Supondremos que f(n', k') es correcto para toda 0 < k¥’ < n’ < n y demostraremos que f(n, k)

es correcto. Por la hipétesis de induccién tenemos lo siguiente:

(n—1)! ~ (n=1)!
E(n—1)—k)!  kl(n—k—1)!

fln—1,k) =

(n—1)! B (n—1)!
(E—=D!((n—=1)—(k—-1)  (k—1D!(n—k)

fln—1,k—-1)=
La suma de las dos expresiones es
(n—1)! (n—1)!

K(n—k—1) " (k—1)(n— k)

B (n—1)! 1 1
- Di(n—k—1)! <

fn—1,k) +f(n—1,k—1) =

= Tk
_ (n—1)! <(nk)+(k))
(k—D!(n—k-1) k(n—k)

)
1()7(;?12 —1)! (k(nn— k))

n!

El(n —k)!

-

por lo que f(n — 1L,k)+ f(n—1,k—1) = (Z), lo que concluye la demostracion. O

Usaremos induccién matematica repetidamente durante el curso. Su aplicacién en la demostracién de
correctitud de algoritmos recursivos es practicamente directa. Sin embargo, demostrar la correctitud de
algoritmos iterativos es mas complicado.

2.1. Ejercicios

1. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa "(”;1) para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
sin=0
regresa 0
sino
regresa n + f(n — 1)

2. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa 2™ — 1 para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
sin=0
regresa (0
sino
regresa 1+ 2f(n — 1)



3. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa (n + 1)! — 1 para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
sin=0
regresa 0
sino
regresa n(n!) + f(n — 1)

4. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa a + b para todos los enteros a,b > 0.

subrutina f(natural a, natural b)
sib=0
regresa a
sino
regresa f(a+1,b—1)

3. Correctitud de algoritmos iterativos

Un algoritmo iterativo es aquél que usa ciclos. El gran inconveniente que existe al demostrar la
correctitud de algoritmos iterativos es que las variables pueden cambiar su valor conforme se itera. Esto
nos obliga a hacer las siguientes preguntas:

s ;Cudanto valen las variables antes de examinar la condicién del ciclo por primera vez?
s ;Cémo cambian los valores de las variables cuando pasamos de una iteracién a otra?
s ;Cudnto valen las variables al terminar el ciclo?

Si intentamos responder estas preguntas, podremos proponer las propiedades algoritmicas que se cumplen
durante la ejecucién del ciclo, las cuales se denominan invariantes. Las invariantes que propongamos deben
servirnos para demostrar la correctitud del algoritmo y las demostraremos a su vez mediante expresiones
matematicas que estén respaldadas por lo que el algoritmo hace.

Nos limitaremos a demostrar la correctitud de algoritmos con sélo un ciclo mientras, donde el ciclo
debe acabar normalmente mediante la condicién de control y donde ademas casi todo el trabajo del
algoritmo se realiza dentro del ciclo. Si necesitdramos demostrar la correctitud de algoritmos con mas de
un ciclo o con ciclos anidados, lo méas seguro es que necesitemos realizar multiples demostraciones y luego
usar sus resultados como partes de una demostracion mayor.

Consideremos una variable = que esté declarada antes del ciclo y que potencialmente cambia su valor
durante el ciclo. Observemos que si el ciclo realiza n iteraciones, entonces la condicién del ciclo se evalua
n + 1 veces y es falsa durante la dltima evaluacién. Denotaremos como z; al valor de z donde la t-ésima
evaluacién de la condicién del ciclo, comenzando por ¢t = 0. Esto quiere decir que xg corresponde con el
valor de x al examinar la condicién del ciclo la primera vez y x,, es el valor de x cuando termina el ciclo.
La demostracién de las invariantes que propongamos la haremos por induccién sobre .

Primero probaremos que el siguiente algoritmo regresa a — b para a,b > 0.

subrutina RestaNatural(natural a, natural b)
mientras b > 0

a$+a—1
b+—b—-1
regresa a

La intuicién nos dice que a se decrementa iteracion tras iteracion hasta alcanzar el valor de la respuesta.
La cantidad de decrementos en a debe depender de la cantidad de iteraciones hechas. La intuicién también
nos dice que lo que evita que a se decremente de més es que b eventualmente llega a 0 y detiene el ciclo.

Demostracion. Propondremos las invariantes a; = a —t y by = b — t. Sabemos que a9 = a, bg = by
verificamos las invariantes ag = a — 0 =a y by = b — 0 = b, por lo que éstas son correctas inicialmente.



Ahora supondremos que las invariantes son correctas para 0 < t — 1 y demostraremos que también lo
son para t (esto implica que la condicién del ciclo fue cierta en ¢t — 1). Por la hipdtesis de induccion,
a—1=a—(t—1)=a—t+1yb_1=b—(t—1)=0b—t+ 1. Los pasos realizados dentro del ciclo son
ar =a;_1—1y b =b;_1 —1. Desarrollando tenemos a; =a—t+1—-1=a—-tyb,=b—t+1—-1=0b—t,
por lo que las invariantes son correctas. El valor de b; se decrementa de uno en uno ya que by — b;_1 =
(b—t)— (b= (t—1)) = —1, por lo que el ciclo termina cuando by = 0. Por la invariante tenemos que
t’ = b. El algoritmo regresa a, = a — b por lo que es correcto. O

Ahora demostraremos que el siguiente algoritmo regresa y ., i para n > 0.

subrutina Sumatoria(natural n)
r+0,k+1
mientras k£ <n
r—r+k
k+—k+1
regresa r

La intuicién nos dice que k se incrementa iteracién tras iteracion hasta que el ciclo se detiene, por lo
que ésta debe jugar el rol de i en Y-, 7. Con respecto a r que aumenta en k en cada iteracion, debe ser
cierto que el primer valor que sumamos es k = 1 y el dltimo es k = n.

Demostracion. Propondremos las invariantes r, = Z:Zli y ks = t+ 1. Sabemos que rg = 0, kg =1y
verificamos las invariantes rg = E?:l i=0y ko =0+4+1=1, por lo que éstas son correctas inicialmente.
Ahora supondremos que las invariantes son correctas para 0 < t — 1 y demostraremos que también lo
son para t (esto implica que la condicién del ciclo fue cierta en ¢t — 1). Por la hipdtesis de induccién,
Ti_1 = Zf;iz y ki—1 = (t — 1) + 1 = t. Los pasos realizados dentro del ciclo son ry = r;—1 + ki—q y
ki = k;—1+ 1. Desarrollando tenemos 1, = S| i+t = >'_ iy ks = t+1, por lo que las invariantes son
correctas. El valor de k; se incrementa de uno en uno ya que ks — k;_1 =t+1—1t =1, por lo que el ciclo
termina cuando kv = n + 1. Por la invariante tenemos que ¢’ = n. El algoritmo regresa r, = > . ;4. O

3.1. Ejercicios

1. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa a® para todo entero a,b > 0.

subrutina f(natural a, natural b)
r1
mientras b > 0
rérXa
b<b—-1
regresa r

n(n+1)(2n+1)
6

2. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
r0,k+<1
mientras k <n

P14+ k2
k+—k+1
regresa r

4. Complejidad de algoritmos
Como se explicé anteriormente, un problema computacional describe un calculo que se desea realizar

a partir de datos de entrada. En este contexto, la complejidad de un algoritmo es la cantidad de recursos,
generalmente tiempo o memoria, que el algoritmo utiliza durante su ejecuciéon. La complejidad de un



algoritmo la expresaremos como una funcion T(L) donde L es la cantidad de bits usados para codificar
los datos de entrada del mismo. Normalmente estimaremos T(L) contando la cantidad de operaciones de
cierto tipo (asignaciones, comparaciones, etc.) que un algoritmo ejecuta. A continuacién contrastaremos
la complejidad de dos algoritmos, donde ambos toman un entero codificado en w bits:

subrutina CuentaBits(natural n)
740
mientras n # 0
r < r+mnmod 2
n 3]

regresa r

subrutina Sumatoria(natural n)
r+ 0,11
mientras i <n
ré—r+i
1 i+1
regresa r

La estrategia usada por el algoritmo CuentaBits consiste en examinar la paridad de n el cual es su bit
menos significativo, sumarlo en el acumulador y recorrer todos los bits de n un lugar a la derecha relle-
nando con ceros los bits de la izquierda (la divisién entre 2 tiene este efecto en base binaria). Denotaremos

como %(L) a la cantidad de asignaciones que el algoritmo realiza. El algoritmo ejecuta incondicional-
mente una asignacién y también ejecuta dos asignaciones por iteracién. Si inicialmente n = 0 no se hace
ninguna iteracién del ciclo, pero si n tiene sus w bits prendidos entonces se realizan w iteraciones. Como
la entrada es de tamano w, entonces w = L'y T (L) = 1+2L en el peor caso. La complejidad del algoritmo
en cuanto a asignaciones entonces es lineal con respecto a L.

El segundo algoritmo es una tipica implementacién de Y-, i. Al igual que en el caso anterior, sin = 0
entonces no se hace ninguna iteracién del ciclo, pero si n tiene sus w bits prendidos ahora la situacion
es diferente, porque el maximo valor de n es 2% — 1. Es facil obervar que el ciclo realiza n iteraciones
(aunque i debe tener suficientes bits para superar el valor de n). El algoritmo ejecuta incondicionalmente
dos asignaciones y también ejecuta dos asignaciones por iteracion. Como la entrada es de tamano w,
entonces w = Ly T (L) =2+ 2(2Y — 1) en el peor caso, lo que es exponencial en L.

Lo anterior no implica que todo algoritmo que itere n veces es exponencial cuando n es parte de la
entrada. A continuacién se muestra un algoritmo que suma los elementos de un arreglo con indices que
comienzan a partir de 0, tal como se definen en la mayoria de los lenguajes de programacion actuales:

subrutina Acumulacién(natural n, arreglo(entero™) a)
r< 0,20
mientras i < n
r <+ r+ ali
14 1+1
regresa r

Aligual que los casos anteriores, si n = 0 entonces no se hace ninguna iteracién del ciclo y si n tiene sus
w bits prendidos entonces se hacen 2% — 1 iteraciones. Aqui tenemos que T (L) =2+ 2(2¥ — 1) = 2(2¥).
Sin embargo, también es cierto que L = w + n(w) = w+ (2¥ — 1)(w) = w(l +2¥ — 1) = w(2¥).
Aunque el ntmero de asignaciones (T(L) = 2(2") parece ser sublineal por un factor de 2 con respecto
a L = w(2¥), en una computadora tedrica cada asignacion de enteros implica copiar w bits y por
consiguiente, la cantidad de bits copiados por asignaciones es 2w(2") que es lineal con respecto a L. En
general, simplificaremos el analisis de un algoritmo de modo que, cuando L es una funcién de un entero n
que también es parte de la entrada, evitaremos mencionar L y w y haremos el andlisis con respecto a n.
Esto lo hard més intuitivo y cercano a lo que ocurre en una computadora real, donde w es una constante.



Siempre nos interesara determinar la complejidad de un algoritmo en términos de su peor caso. En
el caso de un algoritmo con multiples subcasos, el peor caso del algoritmo coincidira con el peor de sus
subcasos; si cada una de las iteraciones de un ciclo realiza p operaciones y el ciclo realiza n iteraciones,
entonces el ciclo realizard n(p) operacion; finalmente, si un algoritmo evaliia una o mdas funciones, la
cantidad de operaciones del algoritmo es la suma de las operaciones realizadas por esas funciones.

Determinar la complejidad de un algoritmo recursivo puede ser algo complicado. Por ejemplo, conti-
nuacién se muestra una implementacién que calcula el n-ésimo término de la secuencia Fibonacci:

subrutina Fibonacci(natural n)
sin=0o0n=1
regresa n
sino
regresa Fibonacci(n — 1) + Fibonacci(n — 2)

Sabemos que n tiene w bits y definiremos %(L) con L = w como la cantidad de operaciones aritméticas
que realiza Fibonacci en términos del tamafio L de la entrada. También introduciremos la funcién 7'(n)
que cuenta lo mismo pero en funcién del valor de n. Si n tiene w bits y todos ellos estan prendidos,
entonces n = 2" — 1 en el peor caso. Tenemos que T(0) =T(1) =0y que T'(n) =T(n—1)+T(n—2)+3
para n > 1. Una aproximacién burda pero relativamente buena para los primeros 40 términos de T es
T(n) ~ 1.65™. Esto no es coincidencia: tanto el valor de Fibonacci(n) como el de T'(n) se parecen a 2",
ya que aunque 7'(n) no es exactamente el doble del caso anterior, si es la suma de los dos anteriores.
El crecimiento de T'(n) es exponencial en n y el valor de n es exponencial en w = L, por lo que, para

+
Fibonacci, T(L) es doblemente exponencial con respecto a L.

4.1. Ejercicios

1. Encuentra una funcién %(L) que cuente la cantidad de asignaciones que realiza f(n) en el peor caso.
Recuerda que L es el tamano de la entrada y que un entero se codifica con w bits.

subrutina f(natural n)
r<mn
sinmdéd 2 =0
T4 5 XT
regresa r

2. Encuentra una funcién T(L) que cuente la cantidad de asignaciones que realiza g(n) en el peor caso
si n = 2F. Recuerda que L es el tamaifio de la entrada y que un entero se codifica con w bits.

subrutina f(natural n)
r<0,1+1
mientras i < n

r<r+1
14 2X1
regresa r

5. Solucion de recurrencias

En los algoritmos de bisqueda y ordenamiento sobre un arreglo, existen dos operaciones que general-
mente dominan el tiempo de ejecucién total: las comparaciones entre elementos y las asignaciones entre
elementos. A su vez, muchos de estos algoritmos son recursivos pero faciles de andlizar en su peor caso,
por lo que se prestan para calcular exactamente cudntas de estas operaciones realizan.

El primer ejemplo que trabajaremos es el de btisqueda binaria. Para este ejemplo, nos concentraremos
en calcular la cantidad de comparaciones realizadas en el peor caso (cuando lo que buscamos nunca lo
encontramos) sobre un arreglo de n = 2 elementos. Recordemos que el algoritmo de biisqueda binaria



subrutina BiusquedaBinaria(natural n, arreglo(entero™) a, natural b)
sin=0
regresa falso
sino si b < a[| 2]]
regresa BusquedaBinaria(| % | ,a[0... 2| —1],b)
sino si b > a[| %]]
regresa BusquedaBinaria(n — | 2| — 1,a[| %] +1...n—1],b)
sino
regresa verdadero

primero compara el elemento buscado con el de enmedio del arreglo, repitiendo la busqueda sobre la
mitad izquierda o sobre la mitad derecha dependiendo del resultado de la comparacién. Cuando n es par,
no hay un elemento que esté exactamente a la mitad del arreglo, asi que al tomar un elemento que esté
aproximadamente enmedio y luego descartarlo, una de las dos mitades queda con un elemento menos que
la otra. En el peor caso tendriamos hacer recursion sobre el lado més grande, el cual tiene exactamente
5 elementos. Sin = 2% entonces el valor de n enviado en la recursién siempre es par hasta llegar a n = 1.

Definiremos T'(n) como la cantidad de comparaciones que bisqueda binaria realiza sobre un arreglo
de n elementos. Obsérvese que no consideraremos T, L ni w ya que L es lineal con respecto a n este caso
(el arreglo forma parte de la entrada del algoritmo). Esto simplificard mucho el an4lisis.

0 sin=20
T(n) = {1—|—T(L’2’J) sin >0

Una de las técnicas méds empleadas para calcular una férmula no recursiva para T'(n) es la técnica de
sustitucion repetida. En esta técnica, el valor de T'(n) se desarrolla recursivamente de forma repetida hasta
que aparezca un patrén no recursivo. Después se deberd demostrar que el patrén en efecto es correcto,
usualmente mediante induccién matemadtica. Desarrollando T'(n) para bisqueda binaria obtenemos:

Tm)=1+T(g)

:1+1+T(%):2+T(@)

1
n n
—14+1+14+7(5) =347 (%)
14147 (3 +7(3

n n

1414141 T(—):4 T(—)

114147 (1 +7 (35

El patrén que aparece es T'(k) = logy(k) +T'(%) y la fraccién se vuelve 1 para T'(n) = logy(n) +T(%) =
log,(n) +T(1), donde al desarrollar tenemos T'(n) = logy(n) + 1+ T(0) = log,(n) + 1. Con esto podemos
proponer la siguiente definicién alternativa de T'(n):

0 in=0
T(n) = o
logy(n)+1 sin>0
Aunque el patréon es correcto, debemos demostrarlo formalmente y lo haremos por induccién.

Demostracion. Claramente, las definiciones coinciden para T'(0). Para el caso recursivo, demostraremos
primero el caso T'(1). Tenemos que T(1) = 1 +T(0) = 1 segun la definicién original, mientras T(1) =
logy(1) +1 = 1 segtin la definicién propuesta. Ahora supondremos que T'(§) es correcta y demostraremos
que T'(n) también lo es. Tenemos que T'(n) = 1 +T(5) y eso es igual a 1 4 1 + log, (%) por la hipétesis
de induccién. Desarrollando tenemos T'(n) = 1+ logy(2) 4 logy (%) = 1+ logy (%) = 1+ logy(n). O

El algoritmo de ordenamiento por mezcla es un algoritmo que primero ordena cada mitad de un
arreglo de n elementos de forma recursiva y luego los mezcla de forma ordenada. Todas las comparaciones
y asignaciones de elementos se realizan durante la mezcla, pero no siempre se hacen la misma cantidad
de comparaciones. Supongamos que n = 2¥ y que la mezcla toma dos arreglos de 5 elementos cada uno:



subrutina OrdenamientoPorMezcla(natural n, arreglo(entero™) a)
sin<l1
regresa a
sino
t; = OrdenamientoPorMezcla(| 2] ,a[0... 2] —1])
ty = OrdenamientoPorMezcla(n — | 2| ,a[| 2] ...n — 1])
regresa MezclaOrdenada(|t1], t1, [t2], t2)

subrutina MezclaOrdenada(natural n, arreglo(entero™) a, natural m, arreglo(entero™) b)
r«1[],i<0,j 0
mientras i <nyj<m
si ali] < b[j]
r = (r)(ali)
141+ 1
sino
r e (7 (b))
j—i+1
regresa (r)(a[i...n—1])(b[j...m —1])

» Cuando todos los elementos del primer arreglo son menores que los del segundo (o viceversa), entonces
se necesitan 5 comparaciones para darnos cuenta que el siguiente elemento a colocar en el resultado
siempre proviene del mismo arreglo. Al acabarse este arreglo, los 5 elementos del arreglo restante pueden
colocarse al final sin usar comparaciones adicionales entre elementos. La cuenta de comparaciones para

el algoritmo de ordenamiento por mezcla cuando la mezcla siempre entra al mejor caso es:

T() 0 sin<l1
n)=
' 1Ty (R) sin>1

= Cuando la mezcla se obtiene intercalando los elementos de ambos arreglos, entonces cada comparacion
sirve para colocar alguno de los elementos en el resultado. Cuando sélo falta un elemento por considerar,
éste ya no tiene con quién compararse. La situacién descrita anteriormente realiza n—1 comparaciones y
es el peor caso del algoritmo de mezcla. La cuenta de comparaciones para el algoritmo de ordenamiento
por mezcla cuando la mezcla siempre entra al peor caso es:

Ty(n) 0 sin<l1
n)=
? n—142T5(2) sin>1

» La mezcla siempre hace § + § = n asignaciones porque todos los elementos de ambos arreglos deben
colocarse en el resultado. La cuenta de asignaciones para el algoritmo de ordenamiento por mezcla es:

Ty(n) 0 sin<l1
n)=
’ n+2T3(%) sin>1

Dado que T5(n) es la funcién que més crece de las tres, resolveremos ésta de forma exacta. Sea T' = T,
obtenemos lo siguiente mediante la técnica de sustituciéon repetida:

T(n) =n+2T (9)

2
2n n n
4n n n
can P (2) =t ()
n+ 1 + 8 3 3n+8 3
&n n n
=30+ 167 (12 ) = 4n+ 167 (7)
3n + 3 + 16 16 n + 16 16



El patrén que aparece es T'(k) = log, (k)n+ET (%) y la fraccién se vuelve 1 para T'(n) = log, (n)n+nT' (%),
donde al desarrollar tenemos T'(n) = logy (n)n+nT (1) = logy(n)n. Con esto podemos proponer la siguiente
definicién alternativa de T'(n):
0 in<l1
T(n) = o
nlogy(n) sin>1

Aunque el patréon es correcto, debemos demostrarlo formalmente y lo haremos por induccién.

Demostracion. Claramente, ambas definiciones coinciden para T/(0) y T'(1). Para el caso recursivo, demos-
traremos primero el caso T'(2). Tenemos que T'(2) = 2 + 2T (%) = 2 segtin la definicién original, mientras

T(2) = 2logy(2) = 2 segtin la definiciéon propuesta. Ahora supondremos que T'(%) es correcta y demostra-

remos que T'(n) también lo es. Tenemos que T'(n) = n+2T(5) y eso es igual a n+2(% logy(5)) por la hipé-
tesis de induccién. Desarrollando tenemos T'(n) = n+nlogy (%) = n(1+logy(5)) = n(logy(2)+logy(5)) =
n(logy (%)) = nlogy(n) que es lo que querfamos demostrar. O

5.1. Ejercicios

1. Resuelve exactamente la siguiente recurrencia:

T(n) = 0 sin=0
1+4T(n—1) sin>0

2. Resuelve exactamente la siguiente recurrencia:

T(n) = 0 s?n:O
1+2T(n—1) sin>0

3. Resuelve exactamente la recurrencia T» de ordenamiento por mezcla para n = 2F.
4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Resolviendo-una-recurrencia.

5. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Resolviendo-una-recurrencia-la-r.

6. Notacion de comportamiento asintético

Rara vez nos interesa contar la cantidad exacta de operaciones que realiza un algoritmo y nos es
suficiente conocer el comportamiento de T(L) a grandes rasgos. Esto es, nos interesa saber si T(L) es
constante, logaritmica, lineal, polilogaritmica, polinomial, exponencial o factorial, por mencionar algunos
grupos de funciones. Eso quiere decir que si T(L) = 2L+ 8 o si T(L) = 9L — 5, para nosotros ambas seran
simplemente funciones lineales. Para formalizar esto, introduciremos tres notaciones:

» Diremos que f(n) € O(g(n)) si existen ng, c > 0 tal que f(n) < cg(n) para toda n > ng. En este caso,
g(n) es una cota superior del comportamiento asintético de f(n).

= Diremos que f(n) € Q(g(n)) si existen ng,c > 0 tal que f(n) > cg(n) para toda n > ng. En este caso,
se dice que g(n) es una cota inferior del comportamiento asintético de f(n).

» Diremos que f(n) € O(g(n)) si f(n) € O(g(n)) y f(n) € Q(g(n)). En este caso, g(n) es una cota justa
del comportamiento asintético de f(n).

Como siempre, tendremos que demostrar que f(n) y g(n) cumplen esas relaciones. Los casos dificiles
generalmente se probaran por induccién matematica. A continuacién se muestran algunos ejemplos:

Ejemplo 1. Demostrar que n? —2n —1 € O(nQ).

Demostracién. Si elegimos ng =1y ¢ = 1, es inmediato ver que n? —2n — 1 < n? paratodan > 1. O
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Ejemplo 2. Demuestra que 5n + 8 € O(n).

Demostracion. Sielegimos ng = 8 y ¢ = 6, debemos demostrar que 5n+8 < 6n para toda n > 8. Podemos
reescribir 6n como 5n + n y es facil ver que 5n + 8 < 5n +n paran > 8. O

Ejemplo 3. Demuestra que 5n + 2 € (1).
Demostracion. Si elegimos ng =1y ¢ =1, es inmediato ver que 5n + 2 > 1 para toda n > 1. O
Ejemplo 4. Demuestra que n? — 2n € Q(n).

Demostracién. Si elegimos ng = 10 y ¢ = 1, debemos demostrar que n? —2n > n para toda n > 10. Esto
podemos hacerlo demostrando que n? > 3n para n > 10. Para n = 10 tenemos que n? = 100 y 3n = 30,
por lo que es cierto en este caso. Ahora supondremos que n? > 3n es cierta y demostraremos que para
n + 1 también lo es. Desarrollando tenemos (n + 1)? = n? +2n + 1 > 3n + 3 y sabemos por hipétesis de
induccién que n? > 3n, por lo que sélo falta probar que 2n 4+ 1 > 3 es directo para n > 10. O

Ejemplo 5. Demuestra que 3 € ©(1).

Demostracion. Primero demostraremos que 3 € O(1). Si elegimos ng = 1 y ¢ = 5, debemos demostrar
que 3 < 5 para toda n > 1, lo cual es directo. Ahora demostraremos que 3 € §2(1). Si elegimos ng =1y
¢ = 1, debemos demostrar que 3 > 1 para toda n > 1, lo cual es directo. O

Es de particular interés la notacion O, ya que ésta se usa frecuentemente para describir la complejidad
de un algoritmo. Por ejemplo, si un algoritmo tiene T(L) = 2L + 8 entonces T(L) € O(L). Si otro
algoritmo tiene T(L) = 3L* + 10L? — 550 entonces T(L) € O(L?). Es decir, la notacién O nos permite
identificar cuél de los sumandos es el que més impacto tiene en el crecimiento asintético de la funcién,
ignorando constantes y la magnitud de los coeficientes. Por supuesto, si T(L) € O(L?) entonces también
T(L) € O(L*), pero generalmente buscaremos la funcién O(g(L)) asintéticamente mas justa.

Generalmente se considera que el algoritmo mas rapido para un problema es el de menor crecimiento
asint6tico (en la practica esto no es necesariamente cierto, ya que la notacién O esconde constantes que
pueden ser astronémicamente grandes). En ese sentido, si el algoritmo de menor crecimiento asinténico
es O(f(n)), se dice que el problema también es O(f(n)). Por ejemplo, el problema de bisqueda lineal
es O(n) donde n es la cantidad de elementos sobre los que se busca, ya que el algoritmo que revisa
todos los elementos realiza justamente O(n) comparaciones. También se sabe que busqueda lineal no
puede resolverse mas rapido que O(n), por lo que el problema tambien es 2(n) y por consiguiente es
©(n). Desafortunadamente no se sabe la complejidad O(f(n)) para todos los problemas de interés. Por
ejemplo, la multiplicacién de dos matrices cuadradas de tamafio n x n se puede hacer en tiempo O(n?)
y se cree que existe un algoritmo de tiempo O(n?), pero hasta el dia de hoy nadie lo ha encontrado.
Claramente no se puede hacer més rapido que O(n?), ya la entrada como la salida son de esa magnitud.

6.1. Ejercicios
1. Demuestra que 2" + 5 € ©(2").
2. Demuestra que 2™ € O(n!).

3. Demuestra que n® — 2n? — 4n € Q(n).

7. El teorema maestro para el analisis de recurrencias

El teorema maestro es un resultado que permite determinar la complejidad asintética O(g(n)) de
muchas recurrencias de forma casi inmediata, sin tener que demostrar nada adicional. Supongamos una
recurrencia T'(n) de la siguiente forma:

T(n) =

kn, sin < ng
al (%) + f(n) sin>ng
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En esta definicidn, la funcién T'(n) regresa una constante k,, para todas las n < ng, que son los casos que
no requieren recursién. Para el caso recursivo, necesitaremos identificar cual de los siguientes casos aplica
segtn los valores de a,b y la funcién f(n). Notemos que a es la cantidad de subproblemas en los que se
divide la recursion, % es la fraccién del problema que enviamos a la recursién y f(n) es el trabajo local
que realizamos en la llamada recursiva actual. Definiremos r = log; (a) como una medida que relaciona la
cantidad de subproblemas con la fraccién del problema recursivo. Entonces tenemos los siguientes casos:

1. Si f(n) € O(n°) con ¢ < r, entonces T'(n) € O(n"). El trabajo local se ve opacado por el trabajo
causado por la cantidad y el tamano de los subproblemas.

2. Si f(n) € ©(n"logy(n)¢) para ¢ > 0 entonces T'(n) € O(n" logy(n)Tt). El trabajo local es comparable
con el trabajo causado por la cantidad y el tamano de los subproblemas.

3. Si f(n) € Q(n°) con ¢ > r, entonces T'(n) € O(f(n)) siempre y cuando af(3) < kf(n) para alguna
k < 1y un valor suficientemente grande de n. El trabajo local domina al trabajo causado por la
cantidad y el tamano de los subproblemas.

Ignorando los casos base, un ejemplo de recurrencia del tipo 1 es T'(n) = 8T(3) + 1. A ojo se ve
que la cantidad de subproblemas es exagerada y el trabajo local es minimo. Tenemos r = log,(8) = 3 y
f(n) € O(n°) con ¢ = 0. Como 0 < 3 entonces T(n) € O(n?).

Una recurrencia del tipo 2 es T'(n) = 2T'(%) 4 n. Esta es la recurrencia de ordenamiento por mezcla.
Tenemos r = logy(2) = 1y f(n) € O(n"logy(n)€) con ¢ = 0. Entonces por el teorema maestro tenemos
que T'(n) € O(nlogy(n). Otra recurrencia del tipo 2 es T'(n) = T(5) + 1. Esta es la recurrencia de
bisqueda binaria. Tenemos r = logy(1) =0y f(n) € O(n"logy(n)¢) con ¢ = 0. Entonces por el teorema
maestro tenemos que T(n) € O(logy(n)).

Una recurrencia del tipo 3 es T'(n) = T(5) +n. A ojo se ve que por sustitucién repetida el patrén
que aparece es T'(n) = T + § + % + ..., lo cual vale aproximadamente 2n. Mas atin, el trabajo local de
T(n) que es f(n) = n es mayor que el trabajo total realizado en el nivel inmediato inferior. Tenemos
r=1logy(1) =0y f(n) € Qn') con ¢ =1. Como 1 > 0 entonces T'(n) € O(n).

Si una recurrencia no coincide con alguno de los casos del teorema maestro, tendra que resolverse de
la forma cotidiana. De todos modos, a partir de este momento nos interesara mas conocer el crecimiento
del tiempo de un algoritmo en términos asintdticos, que conocerlo de forma exacta.

7.1. Ejercicios
1. Usando el teorema maestro, determina el comportamiento asintético de T'(n) = T'(%) + n?.
2. Usando el teorema maestro, determina el comportamiento asintético de T'(n) = 4T(

3. Usando el teorema maestro, determina el comportamiento asintético de T'(n) = T'(

8. Divide y venceras

Divide y venceras es una técnica general de disefio de algoritmos que estd basada en descomponer una
instancia en subintances mas faciles cuyas soluciones nos sirvan para resolver la instancia original. En
pocas palabras, para resolver un problema con divide y venceras debemos pensar en un planteamiento
recursivo para el mismo. Existen problemas donde el mejor algoritmo conocido estd basado en divide y
venceras, atiin cuando el problema computacional aparentemente no tiene nada que ver con recursion.

Un ejemplo tipico es el de multiplicacién de dos enteros r y s. Supongamos que ambos enteros tienen
dos cifras en base decimal. El algoritmo que todos conocemos desde la primaria es:

a b
X ¢ d
ad bd
4+  ac bc
ac ad bd
_|_
be
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En el ejemplo anterior, tenemos que r = 10a+b, s = 10c+d y el resultado es t = 100ac+10(ad—+bc)+bd.
El fenémeno que es importante observar aqui es que multiplicar dos niimeros de n digitos cada uno requiere
realizar O(n?) multiplicaciones de digitos. Este proceso es inherentemente més lento que el de la suma
de dos nimeros de n digitos, donde la cantidad de sumas de digitos es O(n).

Generalizando esta idea, definiremos 7 = h*a+by s = h*c+d donde h es la base y k es un exponente,
siendo el resultado t = h2*ac + h*(ad + bc) + bd. Este definicién requiere realizar cuatro multiplicaciones
de nimeros producidos por la descomposicién de r y s (ac, ad, be y bd) pero es posible reducir el nimero
de estas multiplicaciones a tres, reescribiendo

t = h®*ac+ h*(ad + be) + bd

como
t =h*ac+ h*((b - a)(c — d)) + ac + bd) + bd

donde reutilizamos los valores de ac y bd. Esta nueva definicién solo necesita tres multiplicaciones de
numeros provenientes de la descomposicién de r y s, aunque aumenta la cantidad de sumas y restas.

Ahora aplicaremos divide y vencerds con k = 5, de modo que cada vez que tengamos realizar una
multiplicacion entre dos niimeros que vengan de la descomposicién de r y s, aplicaremos nuevamente la
misma técnica. Es decir, si queremos multiplicar dos ntimeros de n digitos (siendo n una potencia de 2
para simplificar el andlisis), la recurrencia que nos da la complejidad del algoritmo es:

n sin<l1
T(n) = {ST(g) +0(n) sin>1

donde O(n) es el trabajo lineal causado por sumas, restas y corrimientos. Las multiplicaciones por la base
h son operaciones lineales que corresponden con corrimientos en la mayoria de las computadoras (por
ejemplo, si h = 2 entonces las multiplicaciones por dos son corrimientos de bits). Por el teorema maestro,
T(n) = O(log,(3)) ~ O(n'?849625) que es asintéticamente menor que O(n?). Este es el algoritmo de
Karatsuba para multiplicacién de enteros.

Usar la técnica de divide y venceréds suele ser una decisién consciente, en lugar de que la idea surja
naturalmente de un problema. Esta es la técnica que estd detrds de busqueda binaria, exponenciacién
natural y ordenamiento por mezcla, pero también sirve para multiplicar matrices y polinomios o para
determinar la pareja més cercana de puntos en un plano. Algunos autores suelen usar el nombre reduce
y vencerds cuando la recursién utiliza un tnico subproblema (como en busqueda binaria o en exponen-
ciacién), pero como en el fondo es la misma idea, no haremos distincién aqui.

El algoritmo de ordenamiento rapido (quicksort) también estd basado en la técnica de divide y ven-
cerds. En este algoritmo, primero se particiona la entrada en funcién de un valor pivote (los que son
menores que el pivote se mueven a la izquierda, los que son mayores a la derecha) y luego se ordena
recursivamente cada parte. Podemos modificar este algoritmo para resolver un problema distinto: dado
un entero k, queremos calcular cual seria k-ésimo elemento de un arreglo si éste estuviera ordenado, pero
queremos hacerlo més réapido que O(nlogy n). La idea es simple: ordenar tinicamente la parte del arreglo
de donde provenga el k-ésimo elemento. Este algoritmo recibe el nombre de seleccién.

subrutina Seleccién(natural n, arreglo(entero™) a, natural k)
sin=1
regresa a[0]
sino
(s,t,u) + Particion(n, a, Pivote(n, a))
sik <|s]
regresa Seleccién(|s|, s, k)
sino si k < |s| + []
regresa Seleccién(|t|,t, k — |s|)
sino
regresa Seleccion(|u|,u, k — |s| — [¢])
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subrutina Particién(natural n, arreglo(entero™) a, natural p)
s [t [lu<T]]
parai<+0...n—1
['] <p
< (s)(ald])

sino si afi] = p
b (8)ali])

u < (u)(ali])

regresa (s,t,u)

Suponiendo que siempre se elige un pivote tal que el tamano del subproblema recursivo es la mitad
del problema original, la recurrencia del algoritmo de seleccion es:

T(n):{o s%nzl

T(%)—I—n sin>1

que es O(n) por el teorema maestro.

Al diseniar un algoritmo usando la técnica de divide y venceras, generalmente hay dos enfoques que
podemos tomar para resolver una instancia I:

= Si ya tuvieramos la soluciones de todas las instancias mas faciles que I, jde qué nos sirven? Dos ejemplos
que usan este enfoque son exponenciacién entera y ordenamiento por mezcla.

= Si yo hiciera parte del trabajo, jqué trabajo (més facil) le toca a alguien méas hacer? Dos ejemplos que
usan este enfoque son busqueda binaria y ordenamiento rapido.

A continuacién describiremos dos problemas computacionales mas, uno para cada caso.

Problema: Transiciones en cadenas binarias.

Entrada: Un natural n.

Salida: Un natural ¢ que sea el total transiciones que hay en las 2" cadenas binarias de longitud n,
donde una transicién ocurre cuando dos digitos consecutivos b;, b; 11 de una cadena son distintos.

Para resolver este problema conviene pensar en una estrategia incremental, ya que las 2" cadenas
binarias de longitud n se pueden construir a partir de dos copias de las 2! cadenas de longitud n — 1.

n=22 n=3
00 000 100
01 001 101

10 010 110
11 011 111

Sea f(n) la cantidad de transiciones para el caso n, sabemos que f(0) = f(1) = 0. Para valores
mayores de n, podemos argumentar que f(n) > 2f(n — 1) por la observacién hecha anteriormente. Lo
unico que falta por determinar es exactamente cudntas transiciones adicionales se producen durante la
construccién de las cadenas del caso n, al agregar los 0 o los 1 a la izquierda. Para n > 1, cada cadena
del caso n — 1 comienza con 0 o con 1 y se copia dos veces; a la primera copia se le concatenard un 0 a la
izquierda, que no provocara una transicion si la cadena ya comenzaba con 0 pero si lo hara si comenzaba
con 1. De manera analoga cuando concatenamos un 1 a la segunda copia de la cadena. Como cada cadena
del caso n — 1 produce una nueva transiciéon al ser concatenada por la izquierda en exactamente una de
sus dos copias del caso n, tenemos que f(n) =2f(n — 1) +2""1 paran > 1.

0 sin<1
J(n) = {2]”(71—1)4—2"‘1 sin>1
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Problema: Suma de digitos.

Entrada: Un natural n.

Salida: Un natural ¢ que sea la cantidad de cadenas de digitos del 1 al 9 que existen, tal que la suma
de sus digitos sea igual a n.

Al igual que el problema anterior, este problema se puede resolver usando un argumento de conteo,
sin la necesidad de construir todas las cadenas validas. Sin embargo, supongamos que deseamos construir
tales cadenas para los casos de n = 2, 3,4. Tenemos lo siguiente:

€
/\ 1 2 3 AN VAN
1 2 /N0 | 1 2 3 1 2 1
| 12 1 /N |
1 | 1 2 1 1

1 |
n=2 1

n=4

Si hacemos una pregunta ligeramente mas especifica: ;cudntas cadenas que sumen N = 4 comienzan
con 17 entonces la respuesta corresponde con la cantidad total de cadenas para N’ = 3, porque si queremos
sumar 4 y comenzamos poniendo un 1, jentonces falta por sumar 3! Lo mismo ocurre si nos preguntamos
jcuantas cadenas que sumen N = 4 comienzan con 27 la respuesta es la cantidad total de cadenas para
N’ = 2 porque falta por sumar 2. Siguiendo esta idea, la recurrencia que obtenemos para f(n) es:

. 1 sin=0
n) = f
S =) sin>0

Se tiene que f(0) = 1 porque la cadena vacfa suma 0. Las cotas de la sumatoria se obtienen de que las
cadenas deben estar formadas por digitos del 1 al 9, al mismo tiempo que no tiene sentido usar un digito
més grande que el valor de n. Esta es la primera recurrencia que vemos donde la cantidad de llamadas
recursivas no es constante. Evaluar este tipo de recurrencias tal cual en una computadora puede ser lento
si usamos un lenguaje de programacién imperativo.

8.1. Ejercicios
1. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Transiciones-en-cadenas-binarias.
2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Suma-de-digitos,

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Con-pocos-ceros-consecutivos,.

4. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Cadenas-de-digitos-sin-ceros-con.

9. El arbol de toma de decisiones

Muchos problemas que se resuelven con divide y vencerds son combinatorios, es decir, requieren
encontrar alguna configuracién que cumpla ciertas condiciones, contar o generar todas las configuraciones
validas del problema, o bien, encontrar la mejor configuracién en funciéon de un objetivo que se desea
minimizar o maximizar. Por esta razén, primero exploraremos formas de generar configuraciones usuales
tales como cadenas binarias, secuencias de enteros y permutaciones. Esto lo haremos con divide y venceras.
Comenzaremos discutiendo la generacion de cadenas binarias de longitud n.
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0 1 0 1 0 1 0 1
Las cadenas binarias de longitud n = 3

arreglo(booleano?®) a

Asignaciones en un arreglo para generar las cadenas binarias de longitud n = 3

A continuacién se presenta un algoritmo recursivo que realiza el trabajo descrito. El pardmetro princi-
pal del algoritmo es un natural i que nos posiciona sobre el arreglo y el cual se va incrementando conforme
cambia el nivel recursivo. Cuando el valor de i alcanza el valor de n, el cual no es una posicién valida del
arreglo, entonces ya se asignaron todos los valores de una rama recursiva e imprimimos el arreglo.

subrutina CadenasBinarias(natural n, arreglo(booleano™) a, natural )
sii=n
Imprime(n, a)
sino
ali] < 0
CadenasBinarias(n, a,i + 1)
ali] + 1
CadenasBinarias(n, a, i + 1)

Sea T'(n’) la cantidad de asignaciones que realiza el algoritmo anterior, donde n’ es la cantidad de
asignaciones que faltan para completar una rama recursiva (es decir n’ = n —1 en el algoritmo), tenemos:

T(n) = 0 sin =0
2T —1)+2 sin/ >0

y por sustitucién repetida obtenemos T'(n') = Y7 (27) = 27+ —2 € ©(2™).
La generacién de cadenas de digitos sigue la misma idea, excepto que hay diez opciones a escribir en
cada elemento del arreglo en lugar de sélo dos:

subrutina CadenasNuméricas(natural n, arreglo(natural™) a, natural 7)
sit=n
Imprime(n, a)
sino
para d <+ 0..9
ali] + d
CadenasNuméricas(n, a,i + 1)
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De forma similar al ejemplo anterior, la complejidad de este algoritmo estd dada por:

() = 0 sin’ =0
- 10T(n' —1)+10 sin’ >0

y por sustitucién repetida obtenemos T'(n') = Z?;l(loi) € 0(10™).

La generacién de permutaciones, por otra parte, es bastante mas complicada que los ejemplos ante-
riores. Para disenar el algoritmo, observaremos primero que todas las permutaciones de los niimeros del
0 al n — 1 pueden generarse mediante intercambios sobre un arreglo que ya contenga dichos valores. Por
ejemplo, para n = 3 las 3! = 6 permutaciones son 012,021,201, 210,120,102 donde cada permutacién
se puede obtener mediante un intercambio realizado sobre la anterior. Ademas, cabe resaltar que cada
elemento es el primero en un subconjunto de las permutaciones.

El algoritmo que disefiaremos no ejecutard la cantidad minima de intercambios, pero de todos mo-
dos serd 6ptimo asintéticamente. Usando la técnica de divide y vencerds, iremos fijando los elementos
de la permutacién de izquierda a derecha. Cada vez que fijemos un elemento haremos recursion, pero
permitiremos que cada elemento por considerar tenga la oportunidad de ser fijado antes que los demés.

Mfi\m
NN N

012 021 102 1 210 201

20
012 021 102 120 210 201

Las permutaciones de los elementos de 0 a 2

arreglo(natural®) a < [0, 1,2]

Intercambios en un arreglo para generar las permutaciones de 0 a 2

Las asignaciones descritas en la figura anterior suponen que los elementos del arreglo aparecen en el
orden esperado, por lo que es importante que las llamadas recursivas deshagan los intercambios que ellas
realizaron antes de regresar. Con esto en consideracién, el algoritmo de divide y venceras es el siguiente:

subrutina Permutaciones(natural n, arreglo(natural™) a, natural )
sit=n
Imprime(n, a)
sino
para j < i..n—1
ali] = a[j]
Permutaciones(n, a,i + 1)
ali] = a[j]

Sea T'(n’) la cantidad de intercambios que realiza el algoritmo anterior, donde n’ es la cantidad de
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intercambios que faltan para completar una rama recursiva (es decir n’ = n —i en el algoritmo), tenemos:

T(n') = 0 sin' =0
| WT( —1)+20) sin/ >0

El andlisis de esta recurrencia es complicado, pero n! < T'(n) < 2en! paran > 1, por lo que T'(n) € O(n!).

10. Bisqueda con retroceso

Como se mencioné en la seccién anterior, un problema combinatorio consiste en encontrar alguna
configuraciéon que cumpla ciertas condiciones, en contar o generar todas las configuraciones validas del
problema, o bien, en encontrar la mejor configuracién en funcién de un objetivo que se desea minimizar
o maximizar. Una forma de resolver este tipo de problemas consiste en usar algin algoritmo que genere
todas las configuraciones de una misma clase (por ejemplo, todas las cadenas binarias o todas las permu-
taciones de cierto tamano) y simplemente filtrar las configuraciones que si nos importan. Sin embargo,
esta estrategia suele ser sumamente ineficiente cuando la cantidad de configuraciones generadas es mayor
por 6rdenes de magnitud a la cantidad de configuraciones validas. Blisqueda con retroceso es una técnica
general de disefio de algoritmos que busca generar tnicamente las configuraciones que si nos importan
(aunque a veces con un éxito limitado). En cierto modo, btisqueda con retroceso es todavia fuerza bruta,
donde ademads la complejidad asintotica a veces no mejora o es muy dificil de analizar. Sin embargo, en
la practica si se suelen conseguir aceleraciones de varias érdenes de magnitud.

Para explicar la técnica de btisqueda con retroceso, usaremos dos problemas de ejemplo. Uno de ellos
tendrd que ver con la generacion de cadenas binarias y el otro con la generacion de permutaciones.

Problema: Cadenas binarias con pocos digitos iguales consecutivos.

Entrada: Un natural n.

Salida: Las m cadenas binarias de longitud n que cumplan con la condicién de no tener més de dos
digitos consecutivos iguales.

Un algoritmo que genere las 2™ cadenas binarias para luego validarlas tardard tiempo O(n2™). Sin
embargo, es facil ver que una cantidad considerable de estas cadenas son invalidas: para n > 3 cualquier
cadena que comience 000... o 111... es invélida. Esto significa que por lo menos 2(2"~3) cadenas son
invalidas y faciles de identificar, pero en realidad hay muchisimas mas. Por ejemplo, para n = 15 existen
32768 cadenas binarias, pero sélo 1974 son vilidas. Una funcién que aproxima razonablemente bien el
resultado para 0 < n < 40 es 1.633™, lo cual es mucho menor que 2™ para valores mas grandes de n.

En este problema, btisqueda con retroceso modificara el algoritmo de generacién de cadenas binarias
para no hacer una llamada recursiva si el digito que estamos colocando en el arreglo viola la condicién
del problema. Esto tiene el efecto de podar el drbol de toma de decisiones, con lo cual la magnitud del
célculo a realizar se reduce exponencialmente. Si llegamos a un caso base, entonces la cadena es valida.

€

/\

0 1

/\ /\

AL SN A AN

0 1 1 0 1 1

OAlo/ \AA AA/ \10A1

El arbol de generaciéon de cadenas binarias para n = 4 tras podar el arbol
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En este ejemplo, podemos implementar la estrategia de busqueda con retroceso simplemente exami-
nando qué digitos pusimos en las dos posiciones anteriores del arreglo, antes de hacer recursién. Si el
digito que intentamos poner es igual a los dos anteriores, entonces no debemos hacer recursién. Esta
restriccién no aplica cuando estamos en las dos primeras posiciones del arreglo, porque atras no hay
suficientes digitos con quién compararnos. El algoritmo es el siguiente:

subrutina CadenasBinariasPDIC(natural n, arreglo(booleano™) a, natural 7)
sit=n
Imprime(n, a)
sino
sii<lvVa[i—2 #0Vali—1]#0
ali] « 0
CadenasBinariasPDIC(n, a,i + 1)
sii<lVali—2 #1Vali—1#1
ali] <1
CadenasBinariasPDIC(n, a,i + 1)

Una caracteristica de este problema es que toda rama del arbol podado eventualmente termina en
una hoja, lo cual es éptimo. Desafortunadamente, existen problemas para los que no podremos darnos
cuenta que una rama recursiva no tiene futuro hasta después de haberla explorado casi por completo.

Problema: Permutaciones divisibles.

Entrada: Un natural n.

Salida: Las m permutaciones de los enteros del 1 al n que cumplan con la condicién de que la suma
de cada pareja de elementos contigiios sea divisible entre la posicién (numerada a partir de 1) del
segundo elemento de la pareja.

En este problema, una permutacién (A, As, ..., A,) es vilida para el problema si cumple que 2
divide a Ay + As, 3 divide a As + Az, 4 divide a Az + Ay, etc. Un algoritmo que primero genere las n!
permutaciones y luego valide cada una de ellas tardard tiempo O(n(n!)). Sin embargo, es facil ver que
una cantidad considerable de estas permutaciones son invalidas. Para n > 2 cualquier permutaciéon que
comience con un par y un impar (o viceversa) es invalida al no cumplir la condicién. Esto significa que por
lo menos (g) (n —2)! permutaciones son invélidas y faciles de identificar, pero en realidad hay muchisimas
mas permutaciones invalidas. Por ejemplo, para n = 15 existen 1307674368000 permutaciones, pero sélo
10 son validas. Es dificil aproximar el resultado de este problema, pero la cantidad de permutaciones
vélidas es menor o igual que 3n para los primeros 30 valores de n, lo cual es mucho menor que n!.

Modificaremos el algoritmo de generacion de permutaciones para aplicar busqueda con retroceso, de
modo que evitemos la llamada recursiva si el entero que estamos por fijar en el arreglo provoca que se
viole la condicién del problema. Esto tiene el efecto de podar el arbol de toma de decisiones y reduce su
tamafo se reduce enormemente. Si llegamos a un caso base, entonces la permutacion es valida.

1234
- T
1234 2134 3214 1231
| T~ | _—
1324 2431 3124 4231
e AN
3124 4213
|
4213

El arbol de generaciéon de permutaciones para n = 4 tras podar el arbol
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En este ejemplo, podemos implementar la estrategia de busqueda con retroceso simplemente exami-
nando qué entero pusimos en la posicién anterior del arreglo, antes de hacer recursiéon. Si el entero que
intentamos poner més el entero de la posicién anterior no es divisible entre nuestra posicién (a partir
de 1), entonces no debemos hacer recursién. Esta restriccién no aplica cuando estamos en la primera
posicién del arreglo, porque atras no hay un elemento con quién sumarnos. El algoritmo es el siguiente:

subrutina PermutacionesDivisibles(natural n, arreglo(natural™) a, natural 7)
sit=n
Imprime(n, a)
sino
paraj<+i...n—1
ali] = alj]
sii=0Vi+1]|ali—1]+alf]
PermutacionesDivisibles(n, a,i + 1)

ali] = alj]

Una caracteristica de este problema es que no toda rama del drbol podado eventualmente termina
en una hoja. Por ejemplo, a pesar de que ninguna permutaciéon que comienza con 3 es valida, casi
llegamos a la maxima profundidad del arbol durante la recursion. Afortunadamente, la poda del drbol es
lo suficientemente efectiva como para poder resolver hasta n = 25 en menos de 10 segundos, aunque sélo
hayan 22 permutaciones validas para este caso.

Problema: El agente viajero (versién de camino abierto).
Entrada: Un natural n y una grafica completa g de n vértices con pesos en sus aristas.
Salida: Un camino de costo minimo sobre g que visite cada vértice exactamente una vez.

Este es un problema cldsico en computacién y también es uno muy dificil de resolver. Tenemos la
flexibilidad de comenzar en cualquier vértice de la grafica, pero esto no facilita el problema. Tampoco
funciona la estrategia de seguir la secuencia de aristas mas baratas. A la fecha, nadie conoce alguna forma
de resolver este problema que no degenere en una busqueda por fuerza bruta.

10

3

Orn0

Una grafica donde el camino éptimo no usa la arista mas barata

En los anteriores problemas de ejemplo usamos la técnica de busqueda con retroceso para evitar
generar soluciones invalidas, pero en este problema cualquier permutacion de los vértices denota un camino
valido. Nosotros lo que queremos es encontrar el camino mas barato de todos, pero afortunadamente si
existe una forma de adaptar biisqueda con retroceso para acelerar la bisqueda de tal camino 6ptimo.

Supongamos que la gréfica no tiene aristas negativas (en caso contrario, podemos incrementar todas
las aristas de la grafica por igual hasta que desaparezcan los costos negativos; lo cual es valido porque
toda solucién recorre exactamente n — 1 aristas). También supongamos que el mejor camino que hemos
encontrado hasta el momento tiene costo ¢ y que los estamos generando con nuestro algoritmo de genera-
cién de permutaciones. El costo de un camino lo podemos calcular incrementalmente conforme decidimos
en qué orden visitaremos los vértices (y en consecuencia, qué aristas recorreremos). ;Qué pasa si el costo
p de un camino parcial no es menor que t? entonces podemos ahorrarnos el completar ese camino, ya que
su costo no mejorara al agregar las aristas que faltan. Si logramos completar algiin camino a un costo
menor que t entonces actualizaremos t, lo que volvera mas efectivo nuestro criterio de poda del arbol.
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subrutina AgenteViajeroCA (natural n, arreglo(natural™) a, natural 4, natural ¢, natural p)

sii=mn
t<p
sino
paraj<+i...n—1
ali] = alj]
sii=n
p < p + costo(ali — 1], ali])
sip<t
AgenteViajeroCA(n, a,i + 1,t,p)
sii=n
p < p — costo(ali — 1], ali])
ali] = alj]

El tiempo de ejecucion de este algoritmo depende en buena medida de la suerte. Si encontramos
el mejor camino relativamente pronto, entonces podremos descartar el resto de los caminos de forma
temprana. Por otra parte, si tenemos la mala suerte de generar primero los peores caminos, nuestro
criterio de poda no sera efectivo. En la practica, este tipo de problemas se suelen atacar en dos etapas: en
la primera etapa se ejecuta un algoritmo rapido que no necesariamente encuentra el mejor camino pero
que encuentra uno razonablemente bueno con alta probabilidad; en la segunda etapa se usa el costo del
camino encontrado anteriormente para volver mas eficaz la bisqueda con retroceso.

Los solucionadores de programas enteros lineales (sistemas de desigualdades lineales con variables
enteras) usan las ideas discutidas en esta seccién para acelerar tanto la bisqueda de una solucién factible
del sistema como la busqueda de una solucién 6ptima bajo una funcién objetivo. Por una parte, se
aprovechan de que un sistema lineal sin variables enteras se puede resolver rapidamente, para ignorar
temporalmente la integralidad de variables atin sin un valor asignado (relajar el sistema) en un intento
por determinar si el sistema sigue siendo factible con las variables enteras asignadas hasta el momento.
En el caso de que el sistema relajado sea infactible, el subarbol respectivo se poda. Por otra parte, si se
estd buscando una solucién 6ptima donde ya se cuenta con una solucién factible de valor v y la relajacion
de un sistema tiene un valor v’ que es peor que v, entonces el subarbol respectivo también se puede podar.

10.1. Ejercicios

1. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Cadenas-binarias-con-pocos-digit.
2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Permutaciones-divisibles,

Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-agente-viajero.

Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Cadenas-viborital

Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-problema-de-las-N-princesasl

SO AN R

Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-recorrido-del-principel

11. Trabajo repetido en divide y venceras

El fenémeno de trabajo repetido ocurre frecuentemente al usar la técnica de divide y venceras. Las
implementaciones recursivas hechas en lenguajes imperativos evaliian cada rama recursiva de forma in-
dependiente y sin usar memoria adicional a la especificada por el programador, excepto por la pila de
llamadas a funcién que se maneja de forma transparente. La independencia entre ramas recursivas pro-
voca que, cuando un subtrabajo aparece en mas de una rama, se repita el cdlculo correspondiente. La
cantidad de trabajo repetido puede ser abrumador para recurrencias de aspecto inocente como Fibonacci:
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El arbol de llamadas de Fibonacci para n = 6

El 4rbol anterior tiene 25 nodos, a pesar de que sélo 7 llamadas son distintas (desde f(0) hasta
f(6)). Peor atin, el 4rbol de llamadas para f(n + 1) tendré casi el doble de nodos que el de f(n) a pesar
de que s6lo aparece una llamada distinta mas. El fenomeno de trabajo repetido es la principal razén
por la que se dice (erréneamente) que un algoritmo recursivo es mucho mas lento que uno iterativo: la
diferencia entre recursién e iteracién es por un factor constante, pero cualquier diferencia asintotica entre
implementaciones recursivas e iterativas tiene su origen en el trabajo repetido.

No todo algoritmo de divide y vencerds presenta trabajo repetido. Si el algoritmo tiene una tunica
rama recursiva entonces no habra trabajo repetido (salvo que esté mal implementado). El algoritmo de
ordenamiento por mezcla tampoco presenta trabajo repetido atin teniendo més de una rama recursiva, ya
que cada rama de la recursion procesa un subarreglo distinto. Por otra parte, la recurrencia del coeficiente
binomial o la del problema de suma de digitos generan una cantidad considerable de trabajo repetido.

12. Recursion con memorizacion

Recursion con memorizacién es una técnica general para eliminar el trabajo repetido que genera una
recurrencia. La idea es simple: memorizar nosotros mismos los resultados de cada llamada hecha y verificar
al inicio de cada llamada si ya la habiamos calculado anteriormente. Para lograrlo, necesitamos analizar
la recurrencia cuidadosamente para responder lo siguiente:

= ;Cuéantos parametros tiene? Normalmente, para memorizar los resultados de una recurrencia con n
parametros emplearemos un arreglo n-dimensional. Se debe tener cuidado, porque puede ocurrir que
algunos de esos pardmetros en verdad sean constantes camufladas (es decir, no cambian conforme hace-
mos recursion), por lo podremos la cantidad de dimensiones del arreglo empleado en la memorizacién.

= ;Qué conjunto de valores puede tomar cada parametro? El tamafio de cada dimensién del arreglo
de memorizacion depende del conjunto de valores que puede tomar el parametro correspondiente.
Normalmente, este conjunto serd un rango de valores no negativos consecutivos o casi consecutivos, lo
que se presta para usar el valor del pardmetro como un indice. Sin embargo, puede darse el caso que
el parametro tome valores negativos o que la mayoria de valores entre las cotas inferior y superior del
dominio no formen parte del mismo (por ejemplo, un pardmetro que sea una potencia de dos acotada
entre 1 y 23°). Este andlisis se necesita para evitar apartar una cantidad exagerada de memoria. Para
dominios muy irregulares, incluso podrian usarse arboles binarios de biisqueda o tablas de dispersion.

= ;Como podemos distinguir entre una llamada memorizada y una llamada que es la primera vez que se
calcula? Si se va a usar un arreglo n-dimensional para memorizar los resultados, lo usual es usar valores
centinela para distinguir entre llamadas memorizadas y no memorizadas. Por ejemplo, si el resultado
de una recurrencia no puede ser negativo, entonces el arreglo de memorizacién puede llenarse de -1
antes de ejecutar la recurrencia para poder distinguir entre esos dos casos. Si se usan estructuras més
complicadas, éstas proveeran de métodos para identificar si una clave de btisqueda ya existe.
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s ;Laimplementaciéon de la recurrencia es libre de efectos secundarios? Si vamos a memorizar un resultado
para reusarlo después, debemos asegurarnos de que dicho resultado sea el correcto de forma indepen-
diente al tiempo. Si la recurrencia inspecciona y modifica variables globales de modo que f(n) = v; al
tiempo t1 y f(n) = vy al tiempo t2 con v; # v, entonces no debemos memorizar v, para usarlo en el
tiempo t2. En general, para emplear la técnica de recursién con memorizaciéon debe ser cierto que el
resultado de la recurrencia sélo depende de sus parametros y de constantes globales.

A continuacién se muestra un algoritmo que calcula la secuencia de Fibonacci empleando recursién con
memorizacién y también se muestra el arbol de llamadas que se generaria. La estrategia del algoritmo es
simple: primero revisamos si atin no tenemos el resultado, en cuyo caso lo calculamos y lo memorizamos.
Al final del algoritmo sabemos que ya tenemos el resultado (ya sea porque lo acabamos de calcular o
porque ya lo teniamos de un llamada anterior) y lo regresamos. Aunque el arbol de llamadas no tiene la
cantidad 6ptima de nodos (porque sigue haciendo la llamada derecha aunque ésta regrese de inmediato),
la cantidad de llamadas a funcién pasé de ser exponencial en n, a ser lineal en n.

subrutina FibonacciMemorizado(natural n, arreglo(entero™é+1) )

sirn]=-1
sin=0on=1
r[n] < n
sino

r[n] + FibonacciMemorizado(n — 1,7) + FibonacciMemorizado(n — 2, )

regresa r(n]

El arbol de llamadas de FibonacciMemorizado para n = 6

A continuacién se presenta un algoritmo que calcula el coeficiente binomial empleando recursién con
memorizacién. Lo normal es usar una matriz cuadrada de dimensiones (npay + 1) X (kmgz + 1) aunque
con eso se aparte memoria para llamadas que nunca ocurrirdn, como aquéllas con n < k. En la practica
esto no suele importar, salvo cuando se obtienen beneficios considerables en ahorro de memoria.

subrutina BinomialMemorizado(natural n, natural k, arreglo(entero(nmat1)x (kua+1)) 4.)

si r[n][k] = —1
sik=00k=n
' r[n][k] < 1
sino

r[n][k] < BinomialMemorizado(n — 1, k,r) + BinomialMemorizado(n — 1,k — 1,7)

regresa r[n|[k]

Salvo por las observaciones hechas anteriormente sobre analizar el comportamiento de los parame-
tros de la recurrencia, todos los algoritmos de recursién con memorizacién emplean la misma idea. La
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sobrecarga de inicializar el arreglo de la memorizaciéon con valores centinelas ocasionalmente puede ser
considerable, especialmente si realmente terminan evaludndose muy pocas llamadas recursivas distintas.

12.1. Ejercicios

1. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-rectangulo-de-domino.
2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/La-funcion-loca.

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Evaluando-una-funcion.

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Evaluando-una-funcion-algo-raral

13. Programacion dinamica

La programaciéon dindmica es una técnica general de disefio de algoritmos que puede aplicarse a
problemas que exhiben las siguientes dos propiedades:

= Subestructura 6ptima: podemos descomponer una instancia del problema en instancias més faciles del
mismo problema, donde las soluciones de éstas nos permiten obtener la solucién de la instancia original.
Esto es, el problema puede resolverse con divide y venceras.

= Subproblemas compartidos: en el planteamiento recursivo del problema, una instancia que aparezca en
una rama recursiva puede aparecer también en otra rama, lo que resultaria en trabajo repetido si no
se usa memorizacién.

En pocas palabras, la técnica de programaciéon dindmica puede aplicarse en muchos de los problemas
que hemos visto anteriormente, en particular en aquéllos donde aplicar recursiéon con memorizacion es
una buena idea. Debemos recordar que para poder aplicar recursiéon con memorizacién, la implementacion
de la recurrencia debia ser libre de efectos secundarios: si vamos a memorizar un resultado para reusarlo
después, debemos asegurarnos de que dicho resultado siga siendo el correcto para los mismos parametros.
En otras palabras, el estado completo de la funciéon debe ser local a ella y todas sus dependencias deben
ser parametros explicitos de la funcion; si acaso, se permite depender de constantes globales.

Recursion con memorizacion es ideal en dos sentidos: s6lo evalia las llamadas a funcién que la re-
currencia en verdad requiere evaluar y ademds evita el trabajo repetido. Sin embargo, recursiéon con
memorizacién también tiene las siguientes debilidades:

= A falta de saber qué llamadas a funcién evaluara la recurrencia, se requiere apartar un arreglo e inicia-
lizarlo con un valor centinela, o bien, usar una estructura de datos dindmica mucho més complicada.

s Cada llamada a funcién ahora debe ejecutar codigo que verifique si el resultado ya estaba memorizado.
Realizar repetidamente esta verificacion tiene cierto impacto en el tiempo de ejecucion total.

= Una implementacién recursiva requiere ejecutar llamadas a funcién, lo que ees relativamente costoso:
se deben colocar los parametros en la pila, dar un salto al cédigo de la funcién, regresar al término de
la funcién y quitar los pardmetros de la pila.

En contraste, programacién dindmica busca evaluar y memorizar subinstancias de forma anticipada.
Asi, una instancia que necesite el resultado de otra podra consultar directamente el resultado ya memori-
zado sin tener verificar si ya estaba calculado (ya lo estaba) y sin tener hacer recursién. Esto nos permite
eliminar tanto la recursién como la necesidad de inicializar el arreglo de memoria con un valor centinela.
Para lograr aplicar programacién dindmica, necesitaremos hacer lo siguiente:

= Analizar el orden potencial en el que la recursién haria las llamadas a funcién. Como queremos memo-
rizar la subinstancias de forma anticipada, necesitamos saber primero quién necesitara qué.

= Aceptar que programacién dindmica con frecuencia se "anticipara por si las dudas”, resolviendo subins-
tancias para las que no hay certeza si alguien realmente las necesitard. So6lo podriamos saber exacta-
mente qué subinstancias se necesitaran si hacemos recursién, justo algo que queremos evitar.
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Uno de los ejemplos més ficiles de programacién dindmica es Fibonacci (una vez més). En este
problema es muy facil analizar el orden potencial en el que recursion hard las llamadas recursivas, porque
f(n) llama a f(n—1), f(n—1) llama a f(n —2) y asi sucesivamente. Como todas las llamadas de interés
estan entre f(0) y f(n), eso quiere decir que podemos anticiparnos a evaluar f(0), f(1),..., f(n—1) en
ese orden para que f(n) no requiera hacer recursiéon. Esta idea resulta en el siguiente algoritmo:

subrutina FibonacciPD(natural n, arreglo(entero™é+1) r)
parai<+0...n
sit=007=1
ri] < i
sino
r[i] < r[i — 1] + r[i — 2]
regresa r(n]

El algoritmo anterior tiene una complejidad de O(n). Esto generalmente es suficiente en la practica,
aunque curiosamente existen algoritmos ain mas rapidos para Fibonacci. Sin embargo, para muchos
problemas es cierto que el algoritmo més rapido conocido surge de aplicar programacion dindmica.

Problema: Suma de subconjuntos (versién de naturales).
Entrada: Un natural n, un natural k£ y un conjunto de n naturales.
Salida: Un booleano b que denote si es sumar k eligiendo un subconjunto de los n enteros.

Un algoritmo que pruebe los 2™ posibles subconjuntos sélo podra resolver en un tiempo razonable
instancias con n < 40. Sin embargo, programacién dindmica puede algunas instancias con n en los cientos
o miles usando la siguiente recurrencia:

subrutina SumaSubconjuntos(natural n, arreglo(entero™) ¢, natural 4, natural k)

sii=n
regresa (k =0)
sino
t < SumaSubconjuntos(n, ¢, + 1, k)
si k> c[i]
t + t V SumaSubconjuntos(n, ¢,i + 1, k — cli])
regresa t

Para poder aplicar programacion dindmica, debemos proponer un orden de evaluacién que garanti-
ce que SumaSubconjuntos(n, ¢, i, k) siempre se evalia después de SumaSubconjuntos(n,c,i + 1,k) y de
SumaSubconjuntos(n, ¢, i+1, k—cli]), que son sus dos dependencias. Este orden no necesariamente es ini-
co. Lo que generalmente se hace es dibujar la tabla dindmica (la estructura que almacenara los resultados
memorizados) junto con un esquema que a grandes rasgos ubica a las dependencias en la tabla.

k=0 | k=1 | k=2 | k=3 | k=4
i=0 T cli] =1
i=1 /T/ f cli]=3
i=2 T /f cli] =2
// l
1=4 ./ )

Algunas dependencias paran =3,k =4y ¢ = {1,3,2}. Se omiten el resto por simplicidad.
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Un analisis rapido de la figura anterior y de la recurrencia como tal, nos dice que las dos posibles
dependencias de SumaSubconjuntos(n, ¢, i, k) estdn en la fila de abajo (una en la misma columna, la otra
algunas columnas a la izquierda). Un orden adecuado para evaluar las celdas de la tabla dindmica es por
filas, de abajo para arriba y de izquierda a derecha en cuanto a columnas:

k=0 | k=1 | k=2 | k=3 | k=4
1=10 ——
i=1 — B S
i=2 — _ \—\-\""‘,

Un orden valido para llenar la tabla dinamica en el problema de suma de subconjuntos.

subrutina SumaSubconjuntosPD(natural n, arreglo(natural™) ¢, natural k)
7 < arreglo(booleano™ 1> (k1]
parai<n...0

para k' < 0...k

sit=mn
r[i][k'] + (K" =0)

sino
t < rii + 1][K']
si k' > c[i]

t < tVrii+ 1]k — cli]
rli][k] «+ t
regresa r[0][k]

Existen otros érdenes que son vélidos, por ejemplo, por columnas de izquierda a derecha y de abajo
para arriba en cuanto a filas. jIncluso se podria evaluar la tabla dindmica en diagonal!

El algoritmo anterior tiene una complejidad de O(nk), lo cual suele ser mucho menor que O(2"). Por
otra parte, esto se logra a cambio de involucrar el valor de k en la complejidad del algoritmo, lo que
provoca que éste siga siendo exponencial con respecto al niimero de bits de la entrada. Sin embargo, para
este problema, el planteamiento de programacién dindmica es el més usado en la practica.

Problema: Subsecuencia comin mas larga.
Entrada: Dos cadenas a y b.
Salida: Dos secuencias de enteros x1,Za,...,Zn y Y1,Y2,-..,Yn tales que 0 < z; < z;41 < |al,

0 <y <yiy1 <|bly alz;] = byi].

La subsecuencia comin més larga de dos cadenas a y b es una buena medida de similitud entre ellas.
Por esta razén, este problema tiene aplicaciones en bioinformética y en deteccion de plagio.

La idea para resolver este problema con divide y venceras es la siguiente: supongamos que f(i,75) es
la longitud de la subsecuencia comtin méas larga que se puede usando los caracteres de a a partir de 7 y
los caracteres de b a partir de j. Claramente, si a[i] = b[j] entonces tenemos una coincidencia en ambas
cadenas, podemos contarla y avanzar en las dos. Si a[i] # b[j] entonces no queda claro cudl de las dos
posiciones podria estar en una soluciéon 6ptima, si es que alguna lo estd. Por ejemplo, para las cadenas
"gatito” y "atitog” es mala idea forzar la coincidencia de la ”g” porque eso nos impediria hacer cualquier
otra coincidencia. Por lo mismo, la recurrencia explorard ambas opciones (permanecer en ¢ y avanzar en
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J, avanzar en i y permanecer en j) y se quedard con la mejor alternativa. Los casos base ocurren cuando
ya no nos quedan caracteres en las cadenas por hacer coincidir. La recurrencia es:

subrutina SubsecuenciaComun(cadena a, cadena b, natural 4, natural j)
sii=la|Vj=b|
regresa 0
sino si ali] = b[j]
regresa 1 + SubsecuenciaComun(a, b,i + 1,7 + 1)
sino
regresa max(SubsecuenciaComun(a, b, + 1, j), SubsecuenciaComun(a, b, 7,5 + 1))

La llamada inicial de la recurrencia seria SubsecuenciaComin(a, b, 0,0) y la recurrencia exhibe trabajo
repetido. Por esta razén, este problema se puede resolver con programacién dindmica en tiempo O(nm)
donde n = |a] y m = |b|. A grandes rasgos, las dependencias de SubsecuenciaComin(a, b, 4, j) son:

j=0|j=1]j=2|j=3

Dependencias de la recurrencia. La diagonal se requiere si a[i] = b[j] y las otras dos si a[i] # b[j].

Un orden valido para llenar la tabla dindmica de este problema es por filas de arriba para abajo, y
de derecha a izquierda en columnas. Debemos hacer notar que la recurrencia propuesta calcula exclu-
sivamente la longitud de la subsecuencia comin maés larga, por lo que atin nos queda por responder la
pregunta ;céomo calculamos las secuencias de posiciones a coincidir? y jen verdad necesitamos una matriz
de orden cuadratico si s6lo queremos calcular la longitud?

Para recuperar la secuencia de posiciones que coinciden, podemos navegar en la tabla dindmica r
partiendo de i = 0y 7 = 0. Si a[i] = b[j] entonces la pareja (i,j) es una coincidencia e incrementamos
ambos indices. Si a[i] # b[j] entonces no hay coincidencia y revisaremos la tabla dindmica: como sabemos
que el valor de r[i][j] coincide ya sea con r[i + 1][j] o con r[é][j + 1], incrementamos el indice respectivo
para movernos a la que sea igual (y en caso de empate, incrementamos cualquiera). Cuando lleguemos a
un caso base, terminamos el proceso. La longitud de la secuencia debe coincidir con el valor de 7[0][0].

J=0 1 g=117=2|7j=3

1=0 _
i=1 oot —
i=2 eopoT T

Un orden véalido para llenar la tabla dindmica en el problema de subsecuencia comin mas larga.
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subrutina SubsecuenciaCominPD(cadena a, cadena b)
1« arreglo(natural |2+ > (141
para i < |a|...0
para j < |b...0
sii=lalVj=|b
rlilj] - 0
sino si ali] = b[j]
rlillj] 1+ rfi + 1]+ 1
sino
il méx(rfi + 1][5], rlilj + 1)

140,70, []
mientras i < |a| A j < |b]
si ali] = b[j]
s < (s)((4, 7))
1—i1+1,77+1
sino si r[i|[j] = r[i + 1][J]
14 1+1
sino
j—J+1
regresa (r[0][0], s)

Por otra parte, si sélo queremos calcular la longitud de la subsecuencia comtin més larga (por ejemplo,
porque nos interesa usarla como medida de similitud y no porque nos interese conocer la subsecuencia en
si), podemos reducir drasticamente el consumo de memoria de la siguiente manera. Segin el anélisis de
la tabla dindmica, las dependencias de cada celda estdn en su misma fila y en la fila contigiia de abajo.
La siguiente implementacién sélo retiene en memoria la fila ¢ + 1 mientras calcula la fila i.

subrutina SubsecuenciaCominPDMemoriaLineal(cadena a, cadena b)
1 < arreglo(natural > eI+
para i < |a|...0
para j < |b]...0
sii=la|Vj=|b
r[i méd 2][5] < 0
sino si ali] = b[j]
r[i m6d 2][4] « 1+ 7[(i + 1) méd 2][j + 1]
sino
r[i méd 2][5] < max(r[(i + 1) moéd 2][5], 7[i méd 2][5 + 1))
regresa r[0][0]

Problema: Multiplicacién encadenada de matrices.

Entrada: Un entero positivo n y n parejas de enteros positivos que denoten las dimensiones de n
matrices mi,mo, ..., My.

Salida: Un natural r que sea la cantidad total minima de multiplicaciones entre los elementos de las
matrices que se requieren para evaluar el producto mj X mg X - -+ X m, con parentizacién éptima.

Supongamos que tenemos tres matrices my,meo, ms con dimensiones (4,3), (3,2) y (2,1) respectiva-
mente. El producto (my xmz) xmg usa (4)(3)(2)+(4)(2)(1) = 32 multiplicaciones de elementos, mientras
que el producto my x (mg xmg) usa (3)(2)(1)+(4)(3)(1) = 18 multiplicaciones. Este problema lo podemos
resolver con programacién dindmica como se describe a continuacion.

Diremos que un producto de matrices tiene un orden de evaluacién explicito si estd totalmente pa-
renterizado (es decir, cada pareja de matrices a multiplicar estdn dentro de paréntesis, excepto por la

28



multiplicacién més externa). Por ejemplo, m; X (mz X m3) X my4 no es totalmente explicito, mientras que
(mq x (mg X mg3)) X my si lo es. Los paréntesis més externos parten la instancia en dos subinstancias: el
subproducto izquierdo y el derecho. Sea f(i,7) la cantidad 6ptima de multiplicaciones de elementos que
se necesitan para evaluar el producto m; X m;41 X --- X m;_1, necesitamos encontrar el lugar 6ptimo en
el cual partir la instancia. Por supuesto, cada subinstancia se resolvera a su vez con divide y venceras.

subrutina MultiplicaciénEncadenada(natural n, arreglo((entero?)") d, natural i, natural 7)
sij—i=1
regresa (
sino
t < o0
parakei+1...5—-1
t; = MultiplicaciénEncadenada(n, d, i, k)
to = MultiplicaciénEncadenada(n, d, k, j)
t <= min(t, &1 + t2 + (d[ilo) (d[klo) (d[j — 1]1))

regresa t

Dibujar las dependencias de la recurrencia anterior sobre la tabla dindmica es dificil, pero podemos
proponer un orden de evaluacién haciendo las siguientes observaciones: un subproblema esta descrito por
el subintervalo de las matrices a multiplicar, y la particién de un problema genera subproblemas cuyos
subintervalos son menores en tamano. Dicho esto, propondremos un orden que resuelva primero todos
los subproblemas con intervalos de tamaifio 1, luego los subproblemas con intervalos de tamano 2, etc.
asi hasta resolver la instancia original. Esto nos da el siguiente algoritmo de programacién dindmica que
tiene una complejidad temporal O(n?) y usa O(n?) de memoria:

subrutina MultiplicaciénEncadenadaPD(natural n, arreglo((entero?)™) d)
1+ arreglo(natural ™ ("1)[]
paras<1...n
parai <+ 0...n—s
jé—t+s
sij—i=1
rlilj] <0
sino
t < 00
parakei+1...5—1
ty = r[i][K]
t2 = r{kI[j]
t <+ min(t,t1 +ts + (d[l]o)(d[k]o)(d[] — 1]1))

rlill] ¢

regresa r[0][n]

13.1. Ejercicios

1. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Bajando-por-el-arbol,

2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/interminable-mermelada.

w

. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Los-arboles-del-bosque-de-cedros|

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-ladron-precavidol
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14. Problemas con ciclos en el espacio de busqueda

Hasta ahora hemos estudiado problemas donde cada toma de decisiéon nos lleva a un subproblema mas
facil que el original. Sin embargo, también existen problemas con mucho menos estructura: las tomas de
decisién podrian dificultar mas el problema, podrian alejarnos arbitrariamente de la solucién o podrian
“hacernos caminar en circulos”. Una caracteristica de estos problemas es que la toma de decisiones equivale
a navegar una grafica ciclica, en lugar de un arbol.

Problema: Exponenciaciéon con multiplicaciones y divisiones.

Entrada: Un natural n.

Salida: Un natural » que sea la cantidad minima de operaciones que se necesitan para calcular a™ a
partir de a®, si s6lo se permiten multiplicaciones por a, divisiones entre a y elevaciones al cuadrado.

La primera observacién que debemos hacer es que a es una variable simbdlica que no forma parte de la
entrada y que debemos concentrarnos en el calculo del exponente. Si actualmente estamos en a”, entonces
multiplicar por a produce a a**!, dividir entre a produce a*~! y elevar al cuadrado produce a?*. Un
intento descuidado de atacar este problema con divide y venceras resultaria en la siguiente recurrencia,
donde n es una constante implicita:

0 sik=mn
f(k) = {1 +méax(f(k+1), f(k—1), f(2k)) en otro caso

Sin embargo, la recurrencia anterior nunca acabard: algunas ramas hacen recursién hacia f(—o00),
otras hacen recursién hacia f(+o00) y otras ramas van de f(k) a f(k+ 1) al multiplicar por a y luego de
f(k+1) a f(k) al dividir entre a. Incluso f(0) hace recursién a si misma, al elevar 0 al cuadrado. Estos
problemas se pueden resolver parcialmente con busqueda con retroceso:

= Si k£ > n entonces la forma mas rapida de acabar es dividir k — n veces entre a.
= Si k—1<0 o2k =k entonces no debemos hacer recursién.

= Podemos agregar un parametro adicional a la funcién para que solo se exploren n niveles de profundidad
del 4rbol (la mejor solucién no puede ser peor que multiplicar n veces por a).

Sin embargo, persiste el problema de que el arbol contiene muchas llamadas a funcién con el mismo
valor de k jincluso en la misma rama! Esto es mucho peor que el trabajo repetido observado en otras
recurrencias, donde éste al menos ocurria en ramas recursivas distintas. En este problema, el espacio de
busqueda es una grafica dirigida ciclica como la siguiente:

La subgrafica del espacio de bisqueda con los vértices de k =0 a k = 8.

Es importante hacer notar que la grafica anterior es implicita: ésta no forma parte de la entrada,
pero podemos construirla y recorrerla mientras tomamos decisiones. Cuando estemos en el vértice k, nos
dirigiremos simultdneamente a los vértices k + 1, £k — 1 y 2k. El problema de visitar repetidamente el
mismo vértice se puede evitar si memorizamos la lista de vértices por los que ya pasamos (junto con
su distancia més corta con respecto al vértice inicial), de modo que visitemos un vértice sélo si no lo
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subrutina ExponenciaciéonMultiplicacionesDivisiones(natural n)
d < arreglo(natural® ™) oo ... ]
¢+ [0],d[0]+ 0
mientras d[n] = oo
s 1]
para cada v € ¢
para cada v’ € {v+1,v —1,2v}
si0<v <2nAdp'] =00
d[v'] + d[v] +1
s (3)(V))
c4 s
regresa d[n]

habiamos hecho con anterioridad. En este problema, la solucién 6ptima estd dada por el camino mas
corto del vértice 0 al vértice n. Esto es un recorrido en amplitud sobre la grafica del espacio de btisqueda.

El algoritmo anterior corre en tiempo y memoria O(n), ya que la cantidad de vértices que tiene sentido
visitar es reducido y sélo se visita cada vértice una vez.

Practicamente cualquier problema de busqueda se puede modelar haciendo uso de una gréafica que
represente el espacio de bisqueda; algunos problemas en los que las tomas de decision forman un arbol
fueron casos especiales que resolvimos con divide y vencerds. Sin embargo, en algunos problemas el espacio
de busqueda es astronémicamente grande y sélo es factible visitar una pequena porcién de la grafica. Un
ejemplo es el juego del ajedrez: visto como problema, resolver el ajedrez significa determinar si existe una
estrategia ganadora que incluso un oponente perfecto no pueda detener. El vértice inicial del espacio de
busqueda denota el estado inicial del tablero y el vecindario de un vértice son los tableros que se pueden
obtener tras elegir uno de entre todos los movimientos posibles para el jugador en turno.

El tablero inicial de ajedrez tiene veinte vértices vecinos.

La grafica del espacio de biisqueda del ajedrez tiene aproximadamente 10*” vértices. De todos modos,
el recorrido en amplitud puede emplearse en problemas especificos del ajedrez, tales como encontrar la
secuencia de k movimientos que llevan al mate a partir de un tablero dado, siempre y cuando el valor k
sea suficientemente pequenio. La gran mayoria de las inteligencias artificiales que juegan ajedrez emplean
btsqueda en amplitud en ciertos momentos de una partida.

Problema: Camino mas corto en una grafica de aristas sin pesos.
Entrada: Una gréafica g de n vértices y m aristas con dos vértices sehalados ve y vs.
Salida: Un natural r que sea la longitud del camino mas corto que existe entre v, y vs.
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La busqueda del camino mas corto de un vértice a otro en una grafica sin pesos se puede resolver con
un recorrido en amplitud. Este suele ser el problema subyacente de muchos otros problemas para los que
la grafica del espacio de busqueda es implicita. Por lo mismo, éste aparece en situaciones muy diversas,
tales como encontrar la secuencia de jugadas mas corta que lleva a un juego a un determinado resultado o
encontrar una ruta que permita escapar de un laberinto. Tomando el ejemplo del laberinto, supondremos
que nos dan una grafica incrustada en una rejilla entera con un par de vértice sefialados como la entrada
v la salida del laberinto, respectivamente.

Ejemplo de gréafica que denota un laberinto.
Cada vértice tiene coordenadas enteras.

La siguiente descripcion del algoritmo de bisqueda en amplitud hace uso de dos estructuras de datos:
un arreglo que lleva el registro de la distancia mas corta encontrada para cada vértice y una cola en la
que podemos agregar y sacar vértices que debemos visitar. En la cola guardaremos tanto el vértice a
visitar como la distancia a la que llegariamos a él usando la arista recorrida. En btisqueda en amplitud, la
cola sigue la politica de "primero en entrar, primero en salir” y la primera vez que llegamos a un vértice,
también llegamos a él con la distancia mas corta.

subrutina CaminoM&sCorto(grafica g, natural n, natural m, natural ve, natural vy)
d <+ arreglo(natural"“)[oo .
q < [ (Uev 0) }
mientras q # ) A d[vs] = 00
(v,t) « saca(q)
para cada v’ € vecindario(g, v)
si d[v'] = 00
dv] +t+1
g < (@)Wt +1))
regresa d[vs]

Para calcular el camino en si y no sélo su longitud, podemos usar arreglo de distancias para reconstruir
el camino partiendo en sentido contrario, de vs hasta v, siguiendo la secuencia de vértices con distancias
d[vs], d[vs]—1, d[vs]—2, ..., d[ve]. En caso de empates en distancia entre vértices, se puede elegir cualquiera.

En cierto modo, una busqueda en amplitud es ciega porque siempre procesa los vértices en todas
direcciones, sin tomar en cuenta la posicién del vértice destino. Sin embargo, en este ejemplo podemos
implementar una politica distinta. Sean i, y j, las coordenadas del vértice v en la rejilla entera, la
distancia Manhattan ||v, u|| de dos vértices v, u se define como |i, — iy | + |jo — jul|. Es facil ver que ||v, ul]
es una cota inferior de la distancia real entre v y u. Podemos volver ¢ una cola de prioridad si modificamos
la funcién saca para que prefiera el vértice v cuya suma d[v] + ||v.vs|| sea la menor de la cola. La primera
vez que visitamos un vértice, se sigue garantizando que el camino usado es el mas corto.

En esta variante, cuando el camino mas corto de v, a v, es relativamente directo entonces la bisqueda
evitard crear caminos que se alejen de v en lugar de acercarse. Por otra parte, si el camino mas corto
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de un vértice a otro es bastante rebuscado, la busqueda de todos modos intentara sesgarse hacia ciertos
vértices, solo para darse cuenta que ninguno de ellos nos lleva a la salida. En este tltimo caso, la cantidad
de vértices visitados serd virtualmente igual que en biisqueda en amplitud.

Distancias mas cortas desde el vértice de entrada. Bisqueda usando la distancia Manhattan
Esto corresponde con la biisqueda en amplitud. (en subindice). Algunos vértices no se visitan.

La generalizacién de la idea anterior se conoce como algoritmo A* y se usa con frecuencia en inteligen-
cia artificial para reducir considerablemente el tiempo de computo de lo que hubiera sido una busqueda
en amplitud ordinaria. Por otra parte, cuando la grafica es extraordinariamente grande y recorrer en
amplitud incluso una pequena fraccién de ella es computacionalmente infactible, entonces conviene sim-
plemente ignorar la mayor parte de la grafica y concentrarnos en las partes que aparentemente son las
mas prometedoras. A esta idea se le conoce como busqueda local.

14.1. Ejercicios

1. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Exponenciacion-con-multiplicacio.
2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/audencia_salon_marciano.

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Saltando-hacia-la-pared.

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/1lsp.

15. Algoritmos glotones

En cierto sentido, la técnica de programacién dindmica es fuerza bruta bien implementada. Sin embar-
go, en un problema complicado es frecuente que se nos ocurran estrategias naturales o intuitivas (alguien
podria llamarlas "humanas”) que no hacen fuerza bruta. La pregunta que surge en esta situacién es jla
estrategia intuitiva nos dara la respuesta correcta o en verdad necesito hacer fuerza bruta?

Un algoritmo glotén es uno que, en lugar de ver cudles son las consecuencias de cada posible decision,
elige a cada paso unicamente la alternativa que parece méas atractiva o intuitiva a corto plazo. Por esta
razén, los algoritmos glotones suelen ser mucho méas rapidos que programacién dindmica. Si nuestra
intuicién nos dice que un algoritmo glotén funciona, la principal dificultad suele ser demostrarlo. Por
otra parte, para el mismo problema puede haber mas de una estrategia glotona y posiblemente sélo una
de ellas sea correcta, si es que alguna lo es. Un ejemplo clasico de como dos variantes de un mismo
problema tienen algoritmos completamente distintos es el problema de la mochila. En este problema se
quiere maximizar el valor total que se puede cargar en una mochila, si podemos guardar objetos de pesos
y valores diversos y la mochila impone una restriccion de capacidad total de peso.

Problema: El problema de la mochila (versién discreta).
Entrada: Dos naturales n, c y dos secuencias p,v de n enteros positivos cada una.
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Salida: Un natural r que sea el valor maximo de ) (v;) sujeto a > (p;) < ¢, donde s es una
i€s 1€S
subsecuencia de los indices de 0 a n — 1.

Se cree que este problema computacionalmente dificil, ya que no se ha encontrado ningin algoritmo
correcto que no sea equivalente a hacer fuerza bruta. Una estrategia que decida elegir siempre el objeto
con mayor 0 menor v; O CON mayor o menor p; fracasard en la instancia n =4, c =4, p = (4,2,2,1) y
v = (5,3,3,1) donde el 6ptimo se consigue eligiendo los dos objetos con peso 2 y valor 3. La variante
discreta del problema de la mochila se puede resolver con programacién dindmica en tiempo O(nc), lo
cual de todos modos es exponencial con respecto al tamano de la entrada porque involucra el valor de c,
haciendo uso de la siguiente recurrencia donde n, p y v son constantes:

subrutina MochilaDiscreta(natural n, arreglo(entero™) p, arreglo(entero™) v, natural 4, , natural c)
sit=n
regresa 0
sino
r < Mochila(n, p,v,i + 1,¢)
si ¢ > pli]
r < méax(r,v[i] + Mochila(n, p,v,i + 1,¢ — pli])

regresa r

Problema: El problema de la mochila (versién continua).
Entrada: Dos naturales n, c y dos secuencias p,v de n enteros positivos cada una.

Salida: Un real r que sea el valor maximo de Y (o;v;) sujeto a Y (a;p;) < ¢, donde s es una
1€ES i€ESs
subsecuencia de los indices de 0 a n — 1 y a5 es un real tal que 0 < a; < 1.

En esta variable del problema, los reales «; nos permiten simular el poder guardar en la mochila una
parte fraccionaria de un objeto (a diferencia de la versién discreta, donde el objeto se guarda completo
o no se guarda). Ante esta posibilidad, la eleccién de qué objeto guardar primero debe resultar obvia:
conviene guardar lo mas que se pueda del objeto con la mejor relacién . Un algoritmo que primero

i

ordene los objetos y después intente guardarlos en la mochila tendrd una complejidad de O(nlog,(n)), lo
cual si es polinomial y en general es mucho mejor que O(nc).

subrutina MochilaContinua(natural n, arreglo(entero™) p, arreglo(entero™) v, natural 4, natural c)

ordenas ((p, v), A((plil, vli]) = 2f}))
740
parat <+ 0...n—1

t < min(c, pli])

i)
r<r+ tp[i]
cc—r

regresa r

Para cada iteracion del ciclo del algoritmo anterior, se tiene que o; = 57 por lo que tras ordenar
;

Y ge tiene que % > YHL v o > q441. La demostracién de que el

Pi Pi T Pi+1

algoritmo glotén es éptimo viene de observar que se desea maximizar el valor de > (a;v;) y de que
i€s

cualquier solucién cuya secuencia de a; no esté ordenada de forma ascendente se puede mejorar.

los objetos descendentemente por

Demostracion. Dadas las secuencias p y v, supondremos sin pérdida de generalidad que ;— > Z’ﬁ
Supondremos que la solucién éptima es r donde existe una & tal que o), < aj_ ;. Podemos construir una
segunda solucién factible r’ con afc =arpt+eEry a?c_s_l = Qg4+1—Ek+1 donde expr = €x41Pk+1. LTenemos que

' —1r = UkEp — Vpt1Ek+1 = %€k+1pk+1 — ;;:: expr > 0, por lo que 7' > r y se contradice la hip6tesis. [
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Problema: Planificacién de intervalos.

Entrada: Un entero n y dos secuencias a,u de n enteros positivos cada una, tales que a; < u;.
Salida: Un real  que sea el valor maximo de |s| tal que u; < a; V u; < a; para todo i,j € s: 1 # j,
donde s es una subsecuencia de los indices de 0 a n — 1.

Este problema se puede interpretar como sigue: si hay n eventos con horarios de inicio y fin a;, u;,
jcudl es la mayor cantidad de eventos (completos) a los que podemos asistir? La restriccién de asistir a
un evento completo nos obliga a que los eventos que elijamos no tengan empalmes de horario. Si todos los
eventos tuvieran la misma duracién, entonces la estrategia es obvia: ir primero al que comienza primero.
Sin embargo, si los eventos tienen duraciones distintas y aporta el mismo beneficio ir a un evento corto
que a uno largo, puede ser que el evento que comienza mas temporano también sea el méas largo, lo que
nos impediria asistir a otros eventos cortos que inicien y terminen en ese transcurso de tiempo. Ir primero
al evento més corto tampoco funciona, porque puede ser que éste inicie demasiado tarde. Sin embargo, si
existe una estrategia glotona que resuelve este problema: ir primero al evento que termine més temprano.

subrutina PlanificaciénDelntervalos(natural n, arreglo(entero™) a, arreglo(entero™) w)
ordena ((a,u), A((alt], u[i]) — u;)
r<+ 0,h+ —00
parai<0...n—1
si h < ali]
r<r+1
h + uli]

regresa r

El algoritmo anterior tiene una complejidad de O(nlogy(n)) v el siguiente argumento nos puede
convencer de que la estrategia anterior es Optima: si asistimos primero al evento que termina antes, puede
ser que algin otro evento comenzara mas temprano pero terminard mas tarde por definicion; cualquiera
de los dos eventos cuenta como una asistencia, pero el evento que termina mas temprano nos da mas
posibilidades de poder asistir a otro evento posterior. Definiremos g como un arreglo de n booleanos tal
que g; =1sii € sy g; =0 en otro caso. Si desde la entrada los intervalos ya estuvieran ordenados de
forma ascendente por horario de fin, entonces la subsecuencia s éptima produce un arreglo g que es el
lexicograficamente mayor de entre aquéllos inducidos por subsecuencias factibles.

Demostracion. Dadas las secuencias a y u, supondremos sin pérdida de generalidad que u; < w;q1.
Supondremos que la solucién 6ptima es 7, = |sp| v que la solucién del algoritmo glotén es ry = |sg
donde 7, > r4. Sea h el arreglo de booleanos inducido de s, y g el arreglo inducido de s;. Como 7, > 1y
pero g es lexicograficamente mayor que h, existe una k donde hy < g y existe una primera k' > k y una
primera k” > k' donde hy' > gpr y hgr > gpr. Como hyr = hpr = 1y upr < ugr, entonces ug < ag:.
Es posible modificar h sin perder factibilidad redefiniendo hy = 1 y hyr = 0, ya que u < uj, < agr.
Con respecto a la h original, la h modificada coincide en dos posiciones méas con g. Repetimos el proceso
anterior con la nueva h tantas veces como sea necesario, hasta que no sea posible encontrar una k que
cumpla la definicién dada. Esto contradice la existencia de una s tal que |sp| > |sg]. O

15.1. Ejercicios

1. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-baile-de-las-langostas,
2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-problema-de-la-mochila-c.
3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Horarios-empalmados!

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Voltea-monedas-consecutivas,.
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16. La clase de complejidad NP

Sabemos por intuicién que existen problemas computacionales faciles y dificiles. Esta intuicién ac-
tualmente esta formalizada en un concepto que se denomina clases de complejidad. La importancia de su
estudio radica en que se han identificado cientos de problemas con utilidad préactica que también se sabe
que son extraordinariamente dificiles, al mismo tiempo que se sabe de la existencia de problemas que son
imposibles de resolver. Ante un problema nuevo, es 1til saber en qué caso estamos.

Se dice que un problema es de decision si su respuesta es si o no. Por ejemplo, un problema de decision
es el de determinar si un natural n es par. Un problema pertenece a la clase de complejidad NP si:

= Es un problema de decisién.
= Existe un algoritmo no determinista que lo resuelve en tiempo polinomial.

s Cuando la respuesta al problema de decisién es s, existe un certificado de tamafio polinomial y un
algoritmo determinista de tiempo polinomial que verifica la validez de la respuesta usando el certificado.

En realidad, los tltimos dos puntos son equivalentes. Las siglas NP vienen de la frase en inglés
Nondeterministic Polynomial time. Si ademés un problema en AP tiene un algoritmo determinista que
lo resuelve en tiempo polinomial, se dice que el problema pertenece a la subclase P. Sorpresivamente,
Stephen Cook y Leonid Levin demostraron a inicios de 1970 un teorema que establece la existencia de
una clase de problemas llamada AP-Completo, la cual incluye a los problemas més dificiles en NP en el
sentido de que cualquier algoritmo determinista de tiempo polinomial para un problema N P-Completo
implicaria que P = N'P. El primer problema que se demostré ser AP-Completo es el problema SAT.

Problema: Satisfacibilidad booleana (SAT).

Entrada: Dos enteros n, m y una féormula booleana b de n incégnitas y m operadores 16gicos.
Salida: Un booleano r que sea verdadero si y s6lo existe una asignacién de valores de verdad para
las n incognitas tal que b evalie a verdadero.

Claramente, el problema SAT es un problema de decisién y un certificado de veracidad para cuando la
formula es verdadera es justamente la asignacion de valores de verdad para las incégnitas. La idea detrés
de la demostracién de que SAT es N'P-Completo consiste en ver a los certificados para los problemas
en NP como cadenas de bits sobre n incégnitas y a los algoritmos que verifican los certificados como
féormulas booleanas de tamafio polinomial. Con esto se argumenta que si existiera una forma eficiente de
hacerle ingenierfa inversa a tales férmulas booleanas, se podrian resolver todos los problemas en NP de
forma indirecta y eficiente. Desafortunadamente, al dia de hoy no se conoce ningtn algoritmo determinista
subexponencial para resolver ningtin problema N P-Completo.

La forma usual de demostrar que un problema p es N P-Completo es demostrar que cualquier instancia
de p se puede transformar en tiempo polinomial en una instancia de un problema ¢ que es N'P-Completo,
y que la solucién a la instancia de g se puede transformar en tiempo polinomial en la solucién de la
instancia de p. En este contexto, se dice que el problema p reduce a q. Entre los problemas que se sabe
pertenecen a la clase NP-Completo estdn el problema de suma de subconjuntos, la versién discreta del
problema de la mochila y el problema del agente viajero (sus versiones de decisién se obtienen cambiando
la optimizacién del resultado r por la pregunta de si r es igual a cierta k). A continuacién se presenta un
nuevo problema y se demuestra que es N'P-Completo mediante una reduccién al problema de la mochila.

Problema: Particiéon balanceada.
Entrada: Un entero n y una secuencia s de n naturales.
Salida: Un booleano r que sea verdadero si y s6lo existe una particion de la secuencia en dos grupos

g1y g2 tales que Y (g1) = > (g2)-

Demostracién. El problema estd en NP porque es un problema de decisién y porque un certificado de
veracidad se puede representar mediante una cadena binaria x1xs...x, donde z; =1 <= s; € ¢1.
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Ademés, el certificado descrito es verificable en tiempo O(n). Claramente, la respuesta a una instancia
del problema es falsa si > (s) es impar. En caso contrario, haremos una reduccién. Una instancia del
problema de particiéon balanceada corresponde con una instancia del problema de la mochila donde tanto
los pesos como los valores de los objetos estan dados por s y donde la capacidad ¢ de la mochila esta

S

dada por “~4—. En la versién de decisién de este problema, buscamos determinar si es posible llenar
la mochila. La reescritura de la instancia de un problema al otro se puede hacer en tiempo O(n). Si la
respuesta a la instancia del problema de la mochila es afirmativa, la solucién del problema de particién
balanceada tiene en g; a los objetos que llenaron la mochila y en g5 a los objetos que quedaron fuera. [J

Adicionalmente, los problemas de la clase de complejidad NP-Duro son al menos tan dificiles como
los de la clase NP-Completo (y a menudo, mucho més dificiles) y no son necesariamente problemas de
decisién. Formalmente, un problema p es N"P-Duro si cualquier problema A“P-Completo se puede reducir
a p en tiempo polinomial. Con esta definicién, todos problemas NP-Completos también son AP-Duros.
Actualmente se cree que P # NP, por lo que estas clases de complejidad se verian de la siguiente forma:

NP-Completo

NP

Diagrama de clases de complejidad.

Como la definicién de la clase N’P-Duro es una cota inferior en la dificultad de un problema, por
lo que esta clase incluye incluso problemas imposibles de resolver (formalmente llamados problemas
indecidibles). El problema mds famoso de este tipo es el problema de paro y a continuacién se demuestra
por qué no existe algiin algoritmo que pueda resolverlo.

Problema: El problema de paro.
Entrada: Un natural n y una cadena de n digitos binarios que denota un programa p.
Salida: Un booleano r que sea verdadero si y s6lo si la ejecucion de p termina.

Demostracién. Supondremos que existe un algoritmo u ordculo a(p) que puede resolver en un tiempo
finito el problema de paro para el programa p. Ahora supondremos que p es de la forma:

subrutina p( )
si a(p)
parai<1...00
continta
sino
regresa

por lo que p contradice al oraculo a, lo que a su vez contradice su existencia. O
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A. Implementaciones en C+H++
A.1. Exponenciaciéon de naturales por elevacién al cuadrado

int exponenciacion_natural(int a, int b) {

if (b ==0) {
return 1;
} else {

int t = exponenciacion_natural(a, b / 2);
if (b % 2==0) {

return t * t;
} else {

return t *x t * a;

}

}

A.2. Coeficiente binomial recursivo

int coeficiente_binomial(int n, int k) {
if (k==0 || k ==n) {
return 1;
} else {
return coeficiente_binomial(n - 1, k) + coeficiente_binomial(n - 1, k - 1);
}
}

A.3. Resta iterativa mediante decrementos

int resta_natural(int a, int b) {
while (b !'= 0) {
--a, --b;
}
return a;

}

A.4. Sumatoria iterativa

int sumatoria(int n) {
int r = 0;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
r += i;
}
return r;

}
A.5. Cuenta lineal de bits prendidos

int cuenta_bits(int n) {
int r = 0;
while (n !'= 0) {
r+=n % 2;
n /= 2;
}

return r;
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A.6. Acumulaciéon de un arreglo

int acumulacion(int n, int arr[]) {
int r = 0;
for (int i = 0; i < n; ++i) {
r += arr[i];
}
return r;

3

A.7. Fibonacci recursivo

int fibonacci(int n) {
if (m<=1) {
return n;
} else {
return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2);
}
}

A.8. Busqueda binaria

bool busqueda_binaria(int* ini, int* fin, int b) {
if (ini == fin) {
return false;

}

int* mitad = ini + (fin - ini) / 2;
if (b < *mitad) {
return busqueda_binaria(ini, mitad, b);
} else if (b > *mitad) {
return busqueda_binaria(mitad + 1, fin, b);
} else {
return true;
}
}

A.9. Mezcla ordenada

void mezcla_ordenada(int* inil, int* finl, int* ini2, int* fin2, intx w) {
while (inil != finl && ini2 != fin2) {
*w++ = *x(*xinil <= *ini2 ? inil : ini2)++;
}
std::copy(inil, finl, w);
std::copy(ini2, fin2, w);
}

A.10. Ordenamiento por mezcla

void ordenamiento_mezcla(int* ini, int* fin) {
if (fin - ini <= 1) {
return;

}

int* mitad = ini + (fin - ini) / 2;
ordenamiento_mezcla(ini, mitad);
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ordenamiento_mezcla(mitad, fin);

int temp[fin - inil; // cutidado
mezcla_ordenada(ini, mitad, mitad, fin, temp);
std::copy(temp, temp + (fin - ini), ini);

}

A.11. Particién estable por predicado binario

template<typename F>
int* particion_estable(int* ini, int* fin, F pred) {
int* p = ini;
for (int* i = ini; i != fin; ++i) {
if (pred(*i)) {
std: :swap (xp++, *i);
}
}
return p;

}

A.12. Algoritmo de selecciéon con iltimo elemento como pivote

int* seleccion(int* ini, int* fin, int k) {
int* p = std::partition(ini, fin - 1, [&](int v) {
return v < *(fin - 1);
b;
std: :swap(*p, *(fin - 1));

if (k < p - ini) {
return seleccion(ini, p, k);
} else if (k > p - ini) {
return seleccion(p + 1, fin, k - (p - ini) - 1);
} else {
return p;
}
}

A.13. Generacion de cadenas binarias

int n;
bool arr[MAX];

// llamada inicial: cadenas_binarias(0)
void cadenas_binarias(int i) {
if (i == n) {
for (dnt i = 0; i < n; ++i) {
std::cout << arr[i];
}
std::cout << "\n";
} else {
arr[i] = false;
cadenas_binarias(i + 1);
arr[i] = true;
cadenas_binarias(i + 1);
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A.14. Generacion de cadenas numéricas

int n;
int arr[MAX];

// llamada inicial: cadenas_numericas(0)
void cadenas_numericas(int i) {
if (1 == n) {
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cout << arr[i] << " ";
}
std::cout << "\n";
} else {
for (int d = 0; d <= 9; ++d) {
arr[i] = d;
cadenas_numericas(i + 1);

3

A.15. Generacién de permutaciones

int n;
int arr[MAX]; // inicializar con { 0, 1, ..., n - 1 }

// llamada inicial: permutactones(0)
void permutaciones(int i) {
if (i == n) {
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cout << arr[i] << " ";
}
std::cout << "\n";
} else {
for (int j = i; j < n; ++j) {
std::swap(arr[il, arr[jl);
permutaciones(i + 1);
std::swap(arr[i], arr[jl);

}

A.16. Cadenas binarias con pocos digitos iguales consecutivos

int n;
int arr[MAX];

// llamada inicial: cadenas_binarias_pdic(0)
void cadenas_binarias_pdic(int i) {
if (i == n) {
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cout << arr[i];
}
std::cout << "\n";
} else {
if (4 <=1 || arr[i - 2] !'=0 || arr[i - 1] '= 0) {
arr[i] = 0;
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cadenas_binarias_pdic(i + 1);

}

if (A <=1 || arr[i - 2] '=1 || arr[i - 1] '= 1) {
arr[i] = 1;
cadenas_binarias_pdic(i + 1);

}

A.17. Permutaciones divisibles

int n;
int arr[MAX]; // inicializar con { 1, 2, ..., n }

// llamada inicial: permutactiones_divisibles (0)
void permutaciones_divisibles(int i) {
if (i == n) {
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cout << arr[i] << " ";
}
std::cout << "\n";
} else {
for (int j = 1i; j < n; ++j) {
std::swap(arr[i], arr[jl);
if (i ==0 || (arr[i - 1] + arr[i]) % ({4 + 1) == 0) {
permutaciones_divisibles(i + 1);
}

std::swap(arr[i], arr[jl);

}

A.18. Agente viajero (versién de camino abierto) con biisqueda con retroceso

int n;

int arr[MAX]; // inicializar con { 0, 1, ..., n - 1 }
int costos[MAX] [MAX];

int res_global = INT_MAX;

int res_local = 0O;

// llamada inicial: agente_viajero_ca(0)
void agente_viajero_ca(int i) {
if (i == n) {
res_global
} else {
for (int j = 1i; j < n; ++j) {
std: :swap(arr[i], arr([jl);
res_local += (i == 0 ? 0 : costos[arr[i - 1]][arr([il]);
if (res_local < res_global) {
agente_viajero_ca(i + 1);

res_local;

}
res_local -= (i == 0 ? 0 : costoslarr[i - 1]][arr[il]);
std::swap(arr[i], arr[jl);
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A.19. Fibonacci recursivo con memorizacion

int mem[MAX + 11; // inicializar con -1

int fibonacci_memorizado(int n) {
if (mem[n] == -1) {
if (n<=1) {
mem[n] = n;
} else {
mem[n] = fibonacci_memorizado(n - 1) + fibonacci_memorizado(n - 2);
}
¥
return mem([n];

3

A.20. Coeficiente binomial recursivo con memorizacion
int mem[MAX_N + 1] [MAX K + 11; // 4nicializar con -1

int binomial memorizado(int n, int k) {

if (mem[n] [k] == -1) {
if (k == [l k ==mn) {
mem[n] [k] = 1;
} else {

mem[n] [k] = binomial_memorizado(n - 1, k) + binomial_memorizado(n - 1, k - 1);
}
}
return mem[n] [k];

3

A.21. Fibonacci con programacion dinamica

int fibonacci_pd(int n) {
int mem[std::max(2, n + 1)];
for (int i = 0; 1 <= n; ++i) {
if (i <=1) {
mem[i] = i;
} else {
mem[i] = mem[i - 1] + mem[i - 2];
}
}
return mem[n] ;

}

A.22. Suma de subconjuntos

int n;
int arr[MAX];

// llamada inicial: suma_subconjuntos(0, k_original)
bool suma_subconjuntos(int i, int k) {
if (i == n) {
return (k == 0);
} else {
bool res = suma_subconjuntos(i + 1, k);
if (k >= arr[i]) {
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res = res || suma_subconjuntos(i + 1, k - arr[il);
}

return res;

}

A.23. Suma de subconjuntos con programacién dinamica

bool suma_subconjuntos_pd(int n, int arr[], int k_original) {
bool mem[n + 1] [k_original + 1];
for (int i = n; 1 >= 0; --i) {
for (int k = 0; k <= k_original; ++k) {
if (i == n) {
mem[i] [k] = (k == 0);
} else {
bool res = mem[i + 1] [k];
if (k >= arr[i]) {
res = res || mem[i + 1] [k - arr[i]];
}

mem[i] [k] = res;

}
}
return mem[0] [k_originall;

}

A.24. Subsecuencia comin mas larga
std::string a, b;

// llamada inicial: lecs(0, 0)
int lcs(int i, int j) {
if (i == a.size( ) || j == b.size( )) {
return O;
} else if (alil == b[jl) {
return 1 + lcs(i + 1, j + 1);
} else {
return std::max(lcs(i, j + 1), les(i + 1, j));
}
}

A.25. Subsecuencia comiin mas larga con programaciéon dinamica

auto lcs(const std::string& a, const std::string& b) {
int mem[a.size( ) + 1][b.size( ) + 1];
for (int i = a.size( ); i >= 0; --i) {
for (int j = b.size( ); j >= 0; —-j) {
if (i == a.size( ) || j == b.size( )) {
mem[i] [j] = 0;
} else if (ali]l == b[jl) {
mem[i] [j] = 1 + mem[i + 1][j + 1];
} else {
mem[i] [j] = std::max(mem([i][j + 1], mem[i + 1]1[j1);
}
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std::vector<std::pair<int, int>> res;
int 1 =0, j = 0;
while (i < a.size( ) && j < b.size( )) {
if (ali]l == b[j]) {
res.emplace_back(i++, j++);
} else if (mem[i] [j] == mem[i][j + 11) {
++7j;
} else {
++3;
}
}
return res;

}

A.26. Subsecuencia comin mas larga con memoria lineal

int lcs(const std::string& a, const std::string& b) {
int mem[2] [b.size( ) + 1];
int *actual = mem[0], *previo = mem[1];
for (int i = a.size( ); i >= 0; --i, std::swap(actual, previo)) {
for (int j = b.size( ); j >= 0; —-j) {
if (i == a.size( ) || j == b.size( )) {
actual[j] = 0;
} else if (ali]l == bl[jl) {
actualljl = 1 + mem[1][j + 1];
} else {
actual[j] = std::max(actuallj + 1], mem[1][j1);
}
}
}
return previo[0];

3

A.27. Multiplicacion encadenada de matrices

struct matriz {
int f, c;

};
matriz arr[MAX];

int multiplica_matrices(int i, int f) {
if (f -1 ==1) {
return O;
} else {
int res = INT_MAX ;
for (int j = i + 1; j < £; ++j) {
int t1 = multiplica_matrices(i, j);
int t2 = multiplica_matrices(j, f);
res = std::min(res, tl + t2 + (arr[i].f * arr([j].f * arr[f - 1].c));
¥

return res;
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A.28. Multiplicacion encadenada de matrices con programacién dinamica

struct matriz {
int f, c;

};

int multiplica_matrices(int n, matriz arr[]) {
int memoria[n][n + 1];
for (int t = 1; t <= n; ++t) {
for (int 1 = 0; i <= n - t; ++i) {
int £ = i + t;
if (f - i ==1) {
memoriali] [f] = 0;
} else {
int res = INT_MAX;
for (int j =1 + 1; j < £; ++j) {
auto t1 = memoriali][j];
auto t2 = memorialj][£f];

res = std::min(res, t1 + t2 + (arr[i].f * arr[j]l.f * arr[f - 1].c));

3

memoriali] [f] = res;

}
}

return memorial0] [n];

}

A.29. Exponenciacién con multiplicaciones y divisiones

int exponenciacion_multiplicaciones_divisiones(int n) {
int tam = 2 * n + 1, distancial[tam];
std::fill(distancia, distancia + tam, INT_MAX);
std: :vector<int> actual = { 0 };
distancial[0] = 0;

while (distancial[n] == INT_MAX) {
std::vector<int> siguiente;
for (int vertice : actual) {
int vecinos[] = { vertice + 1, vertice * 2, vertice - 1 };
for (int checar : vecinos) {
if (0 <= checar && checar < tam && distancialchecar] == INT_MAX) {
distancial[checar] = distancialvertice] + 1;
siguiente.push_back(checar);

}
actual = siguiente;
}

return distancialn];

}

A.30. Longitud del camino mas corto con bisqueda en amplitud

int camino_mas_corto(const std::vector<int> adyacencial], int n, int e, int s) {
int distancialn + 1];

std::fill(distancia, distancia + n + 1, INT_MAX);
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std: :deque<std::pair<int, int>> cola = { {e, 0} };
distanciale] = 0;

while (!cola.empty( ) && distancia[s] == INT_MAX) {
auto [v, t] = cola.front( );
cola.pop_front( );
for (int vecino : adyacencialv]) {
if (distancia[vecino] == INT_MAX) {
distancialvecino] = t + 1;
cola.emplace_back(vecino, t + 1);

}
}
return distancials];

}

A.31. El problema de la mochila (versién discreta)

struct objeto {
int peso, valor;

};

int n;
objecto arr[MAX];

// llamada inicial: mochila (0, c)
// esta recurrencia puede emplearse para implementar un algoritmo de programacién dindmica
int mochila(int i, int c) {
if (i == n) {
return O;
} else {
int res = mochila(i + 1, c);
if (¢ >= arr[i].peso) {
res = std::max(res, arr([i].valor + f(i + 1, ¢ - arr[i].peso));
}

return res;

}

A.32. El problema de la mochila (versién continua)

struct objeto {
int peso, valor;

};

double mochila(int n, objecto arr[], int c) {
std::sort(arr, arr + n, [](const objeto& a, const objeto& b) {
return double(a.valor) / a.peso > double(b.valor) / b.peso;

B

double res = 0;

for (int 1 = 0; i < n; ++i) {
double quitar = std::min(c, double(arr[i].peso));
res += quitar * double(arr[i].valor) / arr[i].peso;
c —-= quitar;
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return res;

3

A.33. Planificacién de intervalos

struct intervalo {
int ini, fin;

};

int planificacion_intervalos(int n, intervalo arr[]) {
std::sort(arr, arr + n, [](const evento& el, const evento& e2) {
return el.fin < e2.fin;

DN

int res = 0, h = 0;
for (int i = 0; 1 < n; ++i) {
if (h <= arr[i].ini) {
res += 1;
h = arr[i].fin;

}

return res;
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B. Soluciones de ejercicios

En general, siempre hay méas de una posible respuesta correcta para cada pregunta. Razonen cuida-
dosamente las respuestas que propongo para que decidan si las suyas son equivalentes.

Soluciones de
n(n+1)

1. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa ——— para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
sin=0
regresa 0
sino
regresa n + f(n — 1)

Solucién: El caso base es n = 0 y observamos que % = 0 que es lo que regresa el algoritmo.

Supondremos que f(n') es correcta para 0 < n’ < n y demostraremos que f(n) es correcta.
(n=1)((n=1)+1)

Para n > 0 tenemos f(n) = n + f(n — 1) que por hipétesis de induccion es n + “F—=5——=.
Desarrollando obtenemos 27" + ("_1)((;_1)+1) = 2”*’52*” = "2;" = "("2+1) que es correcto.

2. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa 2™ — 1 para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
sin=0
regresa (0
sino
regresa 1 + 2f(n — 1)

Solucién: El caso base es n = 0 y observamos que 2° — 1 = 0 que es lo que regresa el algoritmo.
Supondremos que f(n') es correcta para 0 < n’ < n y demostraremos que f(n) es correcta. Para
n > 0 tenemos f(n) = 1+2f(n—1) que por hipdtesis de induccién es 1+2(2"~1 —1). Desarrollando
obtenemos 1 +2(2"71) —2(1) = 142" — 2 = 2" — 1 que es correcto.

3. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa (n + 1)! — 1 para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
sin=0
regresa 0
sino
regresa n(n!) +f(n — 1)

Solucién: El caso base es n = 0 y observamos que (0 + 1)! — 1 = 0 que es lo que regresa
el algoritmo. Supondremos que f(n') es correcta para 0 < n’ < n y demostraremos que f(n)
es correcta. Para m > 0 tenemos f(n) = n(n!) + f(n — 1) que por hipétesis de induccién es
n(n!) + ((n — 1) + 1)! — 1. Desarrollando obtenemos n(n!)+n!—1=nl(n+1)-1=(n+1)! - 1.

4. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa a + b para todos los enteros a,b > 0.

subrutina f(natural a, natural b)
sib=0
regresa a
sino
regresa f(a+1,b—1)
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Solucién: El caso base es b = 0 y observamos que a + 0 = a que es lo que regresa el algoritmo.
Supondremos que f(a’,b’) es correcta para 0 < b’ < by demostraremos que f(a,b) es correcta.
Para b > 0 tenemos f(a,b) = f(a+ 1,b — 1) que por hipédtesis de induccién es a + 1 + (b — 1).
Desarrollando obtenemos a + 1+ (b — 1) = a + b que es correcto.

Soluciones de

1. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa a® para todo entero a,b > 0.

subrutina f(natural a, natural b)
r<1
mientras b > 0
rrXa
b<b—-1
regresa r

Solucién: Proponemos las invariantes r; = a’ y b; = b—t. Primero probaremos que son correctas
para ¢t = 0, donde tenemos 1o = a® = 1y by = b — 0 = b que son los valores de las variables
antes del ciclo. Ahora supondremos que las invariantes son ciertas para t — 1 y demostraremos
que también lo son para ¢, lo que implica que la (¢ — 1)-ésima evaluacién de la condicién del ciclo
fue verdadera. Por el ciclo sabemos que r; = r;_1 X a y que by = by_1 — 1. Por la hipédtesis de
induccién tenemos ry = a'~! x a =a' y by = (b— (t — 1)) — 1 = b — ¢, por lo que son correctas.
Dado que b > 0 y se decrementa en 1 por cada iteracién del ciclo, el ciclo termina cuando by = 0.
Como b; = b — t entonces ¢’ = b. Tenemos que r, = a® que es lo que querfamos obtener.

n(n+1)(2n+1)
6

2. Demuestra que el siguiente algoritmo regresa para todo entero n > 0.

subrutina f(natural n)
r< 0, k1
mientras kK <n

rr+k?
k< Ek+1
regresa r

(t+1)(2t+1)

Solucién: Proponemos las invariantes r; = y ks = 1 4+ t. Primero probaremos que

son correctas para t = 0, donde tenemos ry = w =0y ko=1+0=1 que son los
valores de las variables antes del ciclo. Ahora supondremos que las invariantes son ciertas para
t —1 y demostraremos que también lo son para t, lo que implica que la (¢ — 1)-ésima evaluacién de
la condicién del ciclo fue verdadera. Por el ciclo sabemos que 7, = r,—1 +kZ_; y que ky = ky—1 + 1.
Por la hipétesis de inducciéon tenemos

-0 -1)+12(t-1)+1)

6
_t-n@mEt-1

+ (14 (t—-1))?

T =

+ 12

(=12t —1)+6t?

N 6

(2 — 2 — 2t + 1) + 612

N 6

234324+t ()4 1)(2t+1)
6 6

vki=(14+({—-1))+1=t+1, por lo que son correctas. Dado que k se incrementa en 1 por cada
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iteracién del ciclo, el ciclo termina cuando ki = n+ 1. Como k; = 1+t entonces t' = n. Tenemos

n(n+1)(2n+1)
6

que 1, = que es lo que queriamos obtener.

Soluciones de

1. Encuentra una funcién (T(L) que cuente la cantidad de asignaciones que realiza f(n) en el peor caso.
Recuerda que L es el tamaifio de la entrada y que un entero se codifica con w bits.

subrutina f(natural n)
rn
sinméd 2 =0
rT4&=9XT
regresa r

Solucién: La funcién realiza una asignacién incondicional y una asignacién condicional. En el
peor caso, se ejecutaran las dos. Entonces T (L) = 2, lo cual es independiente de L. En este caso,
se dice que T (L) es constante con respecto a L.

2. Encuentra una funcion %(L) que cuente la cantidad de asignaciones que realiza g(n) en el peor caso
si n = 2. Recuerda que L es el tamaifio de la entrada y que un entero se codifica con w bits.

subrutina f(natural n)
r< 0,71
mientras i <n

r<—r+1
14 2X1
regresa r

Solucién: Primero necesitamos saber cudntas veces se ejecuta el ciclo, por lo que propondremos
la invariante i, = 2¢. Primero probaremos que es correcta para ¢t = 0, donde tenemos 7o = 2° =1
que es el valor de la variable antes del ciclo. Ahora supondremos que la invariante es cierta para
t — 1 y demostraremos que también lo es para t, lo que implica que la (¢ — 1)-ésima evaluacién
de la condicién del ciclo fue verdadera. Por el ciclo sabemos que i; = 2 x i;_1. Por la hipdtesis
de induccién tenemos i; = 2 x (2871) = 2!, por lo que es correcta. Dado que i; = 2t y n = 2%,
el ciclo termina cuando iy = m con t' = k. El ciclo ejecuta k iteraciones y el algoritmo realiza
dos asignaciones incondicionales y dos asignaciones por iteracién, por lo que en total realiza
2 + 2k asignaciones. Ahora tenemos que k = log,(n) y n = 2¥~! en el peor caso. Entonces

k=logy(2¥ 1) =w—1y L=mw, porloque T(L)=2+2(L—1) que es lineal en L.

Soluciones de

1. Resuelve exactamente la siguiente recurrencia:

T(n) = 0 S?TL:O
1+4T(n—1) sin>0

Solucién: Mediante sustitucién repetida obtenemos:
T(n)=14+T(n-1)
=1414+Tn-2)=24+T(n—2)
=241+T(n-3)=3-T(n—-3)
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El patrén que aparece es T'(k) = k + T(n — k) y el argumento de la funcién se vuelve 0 para
T(n) =n+ T(n —n), donde al desarrollar tenemos T'(n) = n 4+ T'(0) = n. Con esto proponemos
la definicién alternativa de T'(n) = n. Aprovechamos que T'(0) = 0 en la definicién original y
usamos este caso como caso base de la induccién. Ahora supondremos que T'(n — 1) es correcta
y probaremos que 7T'(n) también lo es. Tenemos que T'(n) = 1+ T(n — 1) y por la hipdtesis de
induccién tenemos T'(n) =1+ (n — 1) = n, por lo que es correcta.

2. Resuelve exactamente la siguiente recurrencia:

0 sin=20
(n) = .
14+2T(n—1) sin>1

Solucién: Mediante sustitucién repetida obtenemos:

T(n)=1+2T(n—1)
=14+2(14+2T(n—2)) =3+4T(n—2)
=34+ 4(1+2T(n—3) =7 +8T(n—3)
— 74+ 8(1 42T (n — 4)) = 15+ 16T(n — 4)

El patrén que aparece es T'(k) = (2% — 1) + 2¥T(n — k) y el argumento de la funcién se vuelve 0
para T'(n) = (2" —1)+2"T(n—n), donde al desarrollar tenemos T'(n) = (2" —1)+2"T(0) = 2" —1.
Con esto proponemos la definicién alternativa de T'(n) = 2™ — 1. Aprovechamos que 7'(0) = 0 en
la definicién original y usamos este caso como caso base de la induccién. Ahora supondremos que
T(n — 1) es correcta y probaremos que T'(n) también lo es. Tenemos que T'(n) =14+2T(n—1) y
por la hipétesis de induccién tenemos T'(n) =1+ 22"t —1) =1+2(2"" 1) —2=2" — 1.

3. Resuelve exactamente la recurrencia T, de ordenamiento por mezcla para n = 2F.

Solucién: La recurrencia 75 corresponde con el peor caso de ordenamiento por mezcla en cuanto
al nimero de comparaciones entre elementos:

Ty(n) 0 sin<l1
n)=
2 n—142T5(2) sin>1

Sea T = T3, obtenemos lo siguiente mediante sustitucién repetida:
T(n) :n71+2T(g>
2n n n
S L, 4T(7):2 - 4T(7)
n + 5 + 1 n—3+ 1
4dn n n
—2n -3+ 48T (L) =3n-7+87 (%)
n + 1 + 3 n + 3

&n n n
= - ] 1 (7> =dn—1 1 (7>

El patrén que aparece es T'(k) = logy(k)n — (k — 1) + kT(%) y la fraccién se vuelve 1 para
T'(n) = logy(n)n—(n—1)+nT(%), donde al desarrollar tenemos T'(n) = logy(n)n—n+14+nT(1) =
log,(n)n — n + 1. Con esto podemos proponer la siguiente definicién alternativa de T'(n):

0 in<1
T(n) = e
nlogy(n) —n+1 sin>1
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Claramente, ambas definiciones coinciden para T(0) y T'(1). Para el caso recursivo, demostraremos
primero el caso T'(2). Tenemos que T'(2) = 2—1+2T(2) = 1 segtin la definicién original, mientras
T(2) = 2logy(2) — 2+ 1 = 1 segin la definicién propuesta. Ahora supondremos que T'(3) es
correcta y demostraremos que 7'(n) también lo es. Tenemos que T'(n) = n — 1+ 2T(5) y eso
es igual a n — 1+ 2(§ logy(5) — 5 + 1) por la hipétesis de induccién. Desarrollando tenemos
T(n) =n—1+nlogy(%) —n+2=nlogy(%) +1 = n(logy(n) +logy(3)) + 1 = nlogy(n) —n+1.

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Resolviendo-una-recurrencial

Solucién: La recurrencia del problema toma una n = 2* y es

T(n) c sin=1
n)=
al () +b sin>1

Mediante la técnica de sustitucién repetida, obtenemos lo siguiente:
n
T@):b+aT<§)

=b+a(b+aT (%)) :b+ab+a2T<ﬁ)

4
=b+ab+a® (b-HlT(g)) =b+ab+a2b+a3T<g)
=b+ab+a’b+a® (b-l-aT(l%)) =b+ab+a2b+a3b+a4T(1n—6>

El patrén que aparece es T(k) = Ziozgg(k)*l(aib) + a2 () y la fraccién se vuelve 1 en

T(n) = Zi‘fg(")_l(aib) + alog(MT (%), donde T(1) = c. Entonces, los valores a imprimir son
t =logy(n) — L,u=a,w=0b,x=a,y=1logy(n),z=c.

#include <cmath>
#include <iostream>

int main( ) {
int a, b, c, n;
std::cin >> a >> b >> ¢ >> n;

std::cout << std::log2(n) - 1 << " " <K< a<< "™
<< bK<« " "<k agxkg"n"
<< std::log2(n) << " " << ¢ << "\n";

5. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Resolviendo-una-recurrencia-la-r.

Solucién: La recurrencia del problema toma una n = 2* y es

T(n){c sin=1

T(%)—&—an sin>1
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Mediante la técnica de sustitucién repetida, obtenemos lo siguiente:
n
Tn)=an+T <§>

:an—i-%—i—T(ﬁ)

2 4
—an—l—%—i—%ﬁ-T(ﬁ)

h 2 4 8
—an+ S (1)
- 2 4 8 16

El patrén que aparece es T'(k) = an Ziozgg(k)fl (3) + T (%) v la fraccién se vuelve 1 en T'(n) =

an Zi‘fg(n)_l (3:) + T (%), donde T(1) = c. Entonces, los valores a imprimir son w = a,
n,y = logy(n) — 1, 2 = ¢ aunque se permite intercambiar los valores de w, x.

#include <cmath>
#include <iostream>

int main( ) {
int a, c, n;
std::cin >> a >> ¢ >> n;
std::cout << a << " " <<'n << " " << stdi:log2(n) - 1 << "M << ¢ << "\n";

Soluciones de

1. Demuestra que 2" + 5 € ©(2").

Solucién: Primero demostraremos que 2™ + 5 € O(2"). Si elegimos ng = 3 y ¢ = 2, debemos
demostrar que 2”45 < 2(2") para toda n > 3. Podemos reescribir lo anterior como 2" +5 < 242"
donde es facil ver que 5 < 2™ para n > 3. Ahora demostraremos que 2" + 5 € Q(2"). Si elegimos
ng =1y ¢ =1, debemos demostrar que 2" 4+ 5 > 2™ para toda n > 1, lo cual es directo.

2. Demuestra que 2™ € O(n!).

Solucién: Si elegimos ng = 5y ¢ = 1, debemos demostrar que 2" < n! para toda n > 5.
Haremos la demostraciéon por inducciéon y primero probaremos el caso de n = 5 donde tenemos
que 2° = 32 < 5! = 120. Ahora supondremos que 2" < n! es cierta para n y demostraremos que
también lo es para n + 1. Reescribiendo tenemos 2"+! = 2(2") y (n+1)! = (n+1)(n!), por lo que
deseamos probar que 2(2") < (n + 1)(n!) donde sabemos que 2™ < n! por hipétesis de induccién
y que 2 < n+ 1 para n > 5, por lo que es cierto que 2(2") < (n 4+ 1)(n!).

3. Demuestra que n3 — 2n? — 4n € Q(n).

Solucién: Si elegimos ng = 6 y ¢ = 1, debemos demostrar que n® — 2n? — 4n > n para toda
n > 6. Dividiendo ambos lados entre n, esto es equivalente a demostrar que n? — 2n — 4 > 1.
Haremos la demostracién por induccién y primero probaremos el caso de n = 6 donde tenemos que
62 —2(6) —4 = 20 > 1. Ahora supondremos que n? —2n —4 > 1 es cierto para n y demostraremos
que también lo es para n + 1. Evaluando tenemos que (n +1)? —2(n +1) —4 = n? — 5, donde es
claro que n? — 5 > 1 para n > 6.

o4



Soluciones de

1. Usando el teorema maestro, determina el comportamiento asintético de T'(n) = T'(%) + n?.

Solucién: Usaremos el caso 3 del teorema maestro, donde f(n) = Q(n°) con ¢ = 2 y r =

log,(1) = 0, por lo que ¢ > r. M4s atin, el trabajo local de T'(n) que es f(n) = n? es mayor que

af(%)=(%2)*= 71‘—2‘ Por el teorema maestro, tenemos que 7'(n) € O(n?).

2. Usando el teorema maestro, determina el comportamiento asintético de T'(n) = 4T(%) + n?.

Solucién: Usaremos el caso 3 del teorema maestro, donde f(n) = ©(n°) con ¢ =2y r =

log,(4) = 1, por lo que ¢ > r. M4s atin, el trabajo local de T'(n) que es f(n) = n? es mayor que

af(%)=4(%)* = ”72. Por el teorema maestro, tenemos que T'(n) € ©(n?).

3. Usando el teorema maestro, determina el comportamiento asintético de T'(n) = T'(5) + log,(n).

Solucién: Usaremos el caso 2 del teorema maestro, donde f(n) = O(n"logy(n)¢) conc =1y
r = logy(1) = 0. Por el teorema maestro, tenemos que T'(n) € O(logy(n)?).

Soluciones de

1. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Transiciones-en-cadenas-binarias.

Solucién: Para resolver este problema basta implementar la estrategia descrita en las notas. Sin
embargo, se deben usar enteros de al menos 64 bits para los calculos.

#include <iostream>

long long f(int n) {
if (n<=1) {
return O;
} else {
return 2 * f(n - 1) + (1LL << (n - 1));
}
}

int main( ) {
int n;
std::cin >> n;
std::cout << f(n) << "\n";

2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Suma-de-digitos!

Solucién: Para resolver este problema basta implementar la estrategia descrita en las notas.

#include <algorithm>
#include <iostream>

int f(int n) {
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if (n==0) {
return 1;
} else {
int res = 0;
for (int i = 1; i <= std::min(n, 9); ++i) {
res += f(n - i);
}

return res;

int main( ) {
int n;
std::cin >> n;
std::cout << f(n) << "\n";

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Con-pocos-ceros-consecutivos

Solucién: Una idea para resolver este problema es imaginar que nosotros ”escribimos” uno o
mas digitos sobre la cadena binaria y luego delegamos el resto del trabajo. Para que la recursion
no tenga que preocuparse por los digitos que nosotros “escribimos”, debemos garantizar que el
ultimo digito que escribimos es 1. Si estamos en el caso f(n) y escribimos un 1, podemos delegar
el resto del trabajo a f(n — 1); si escribimos 01 podemos delegar el resto del trabajo a f(n — 2);
si escribimos 001 podemos delegar el resto del trabajo a f(n — 3). Esta estrategia nos obliga a
definir varios casos base para evitar caer en recursién con n negativa.

#include <iostream>

int f(int n) {
if (n == 1) {
return 2;
} else if (n == 2) {
return 4;
} else if (n == 3) {
return 7;
} else {
return f(n - 1) + f(n - 2) + f(n - 3);
}
}

int main( ) {
int n;
std::cin >> n;
std::cout << f(n);

4. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Cadenas-de-digitos-sin-ceros-con.

Solucién: Para resolver este problema conviene que nuestra funciéon tome dos pardametros: n que
es la cantidad de digitos que faltan por escribir y k que es la cantidad de ceros que atin podemos
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escribir. Aplicaremos la idea del problema anterior de imaginar que ”escribimos” una parte de
la cadena y luego delegamos el resto del trabajo. Un caso base es cuanto ya no podemos escri-
bir ceros, por lo que para cada caracter restante solo tenemos 9 opciones disponibles. El caso
general (cuando faltan varios caracteres por escribir y ain tenemos ceros disponibles) se plan-
tea como sigue: si escribimos algo distinto de 0 entonces podemos delegar el resto del trabajo a
f(n —1,k); si escribimos 0 escribiremos también algo distinto de 0 para que, al delegar el resto
del trabajo a f(n—2,k— 1), ésta no tenga que protegerse de formar ceros consecutivos. Los otros
casos base se definen para evitar caer en recursion con n negativa. Se deben usar enteros de 64 bits.

#include <cmath>
#include <iostream>

long long f(int n, int k) {
if (k == 0) {
return std::pow(9, n);
} else if (n == 0) {
return 1;
} else if (n == 1) {
return 10;
} else {
return 9 * f(n - 1, k) + 9 x f(n - 2, k - 1);
}
}

int main( ) {
int n, k;
std::cin >> n >> k;
std::cout << f(n, k) << "\n";

Soluciones de m

1. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Cadenas-binarias-con-pocos-digit.

Solucién: Para resolver este problema basta implementar la estrategia descrita en las notas.

#include <iostream>

int n;
int arr[25];

void cadenas_binarias_pdic(int i) {
if (i == n) {
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cout << arr[i];

}
std::cout << "\n";
} else {
if (i <=1 || arr[i - 2] '=0 || arr[i - 1] !'= 0) {
arr[i] = 0;
cadenas_binarias_pdic(i + 1);
}
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if (4 <=1 || arr[i - 2] !'=1 || arr[i - 1] '= 1) {
arr[i] = 1;
cadenas_binarias_pdic(i + 1);

}

int main( ) {
std::cin >> n;
cadenas_binarias_pdic(0);

2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Permutaciones-divisiblesl

Solucién: Para resolver este problema basta implementar la estrategia descrita en las notas.

#include <algorithm>
#include <iostream>

int n;
int arr[20];

void genera(int i) {
if (i ==n) {
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cout << arr[i] << " ";
}
std::cout << "\n";
} else {
for (int j = i; j < n; ++j) {
std: :swap(arr[i], arr(jl);
if (i == 0 || (arr[i - 1] + arr(il) % (1 + 1) == 0) {
genera(i + 1);
}

std: :swap(arr([i], arr[jl);

}

int main( ) {
std::cin >> n;
for (int i = 0; i < n; ++i) {
arr[i] =i + 1;
}

genera(0);

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-agente-viajerol

Solucién: Para resolver este problema basta implementar la estrategia descrita en las notas. Sélo
hay que tener cuidado en observar que, al comenzar el programa, no hemos calculado el costo de
ninguna solucién. Por esta razoén, el valor inicial del mejor resultado encontrado debe comenzar
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en un valor muy grande; asi, cualquier solucion valida sera considerada mejor.

#include <algorithm>
#include <climits>
#include <iostream>

int n;

int arr[15];

int costos[15] [15];

int res_global = INT_MAX;
int res_local = 0;

void genera(int i) {
if (i == n) {
res_global = res_local;
} else {
for (int j = i; j < n; ++j) {
std: :swap(arr[i], arr[jl);
res_local += (i == 0 ? 0 : costos[arr[i - 1]][arr[il]);
if (res_local < res_global) {
genera(i + 1);
}
res_local -= (i == 0 ? 0 : costoslarr[i - 1]]([arr[il]);
std: :swap(arrl[il, arr[j1);

3

int main( ) {

std::cin >> n;

for (int i = 0; i < n; ++i) {
arr[i] = i;

}

for (int i = 0; i < n; ++i) {
for (int j = 0; j < n; ++j) {

std::cin >> costos[i] [j];

}

}

genera(0);
std::cout << res_global << "\n";

. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Cadenas-viborita

Solucién: La diferencia en valor absoluto de dos digitos contiguos debe ser 1, por lo que conviene
verificar que el digito que nosotros queremos anotar en la cadena sea compatible con el digito de
atras. También debemos validar que el dltimo digito de la cadena sea igual que el primero, pero
esto lo podemos hacer ya que terminamos de generar la cadena completa. Como tal, nuestra poda
generara soluciones invalidas que debemos filtrar, pero la poda por digitos contigiios es suficiente
para resolver el problema en tiempo.

#include <cstdlib>
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#include <iostream>

int n;
int arr[25];
int res = 0;

void genera(int i) {
if (1 == n) {
if (arr[0] == arr[n - 1]) {
res += 1;
}
} else if (4 == 0) {
for (int d = 0; d <
arr[i] = d;
genera(i + 1);

9; ++d) {

}
} else {

int anterior = arr[i - 1];

if (anterior != 0) {
arr[i] = anterior - 1;
genera(i + 1);

}

if (anterior != 9) {
arr[i] = anterior + 1;
genera(i + 1);

3

int main( ) {
std::cin >> n;
genera(0) ;
std::cout << res;

5. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-problema-de-las-N-princesas,

Solucién: Para resolver este problema, se debe observar que es obligatorio que en cada fila y en
cada columna exista exactamente una princesa. El problema entonces lo podemos plantear como:
"la princesa de fila actual, jen qué columna debe ser colocada?” Como todas columnas deben
aparecer pero no pueden repetirse, la asignacion de columnas a filas puede modelarse como una
permutacién. Los ataques en diagonal se resuelven con la restricciéon de que las permutaciones no
puedan tener elementos contiguos (que denotan las columnas elegidas para filas contiguas) que
estén a distancia 1 entre si. El arbol podado no es 6ptimo pero si es lo suficientemente chico.

#include <algorithm>
#include <iostream>

int n;
int arr[12];
int res = 0;
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void genera(int i) {
if (1 == n) {
res += 1;
} else {
for (int j = i; j < mn; ++j) {
std: :swap(arr[i], arr[jl);
if (i == 0 || std::abs(arr[i] - arr[i - 1]) != 1) {
genera(i + 1);
}

std::swap(arr[i], arr(jl);

3

int main( ) {
std::cin >> n;
for (int i = 0; i < n; ++i) {
arr[i] = i;
}
genera(0);
std::cout << res << "\n";

. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-recorrido-del-principe.

Solucién: Para resolver este problema, se debe llevar el registro de las celdas visitadas por el
principe durante su recorrido. También se debe modelar el movimiento del principe en el tablero.
Si una celda que deseamos visitar ya habia sido visitada durante el recorrido actual, no debemos
hacer recursion. Al variar la decisién de qué celda es la siguiente a visitar, es importante desmar-
car la celda anteriormente elegida. El arbol podado no es é6ptimo pero si es lo suficientemente chico.

#include <initializer_list>
#include <iostream>
#include <utility>

int n, visitados;
int res = 0;

bool arr([6][6] = { };

void cuenta(int i, int j) {

if (visitados == n * n) {
res += 1;
} else {

for (auto p : { std::pair(i - 1, j), std::pair(i + 1, j),
std::pair(i, j - 1), std::pair(i, j + 1) }) {
if (0 <= p.first && p.first < n & O <= p.second && p.second < n &&
larr[p.first] [p.second]) {

visitados += 1;

arr[p.first] [p.second] = true;

cuenta(p.first, p.second);

arr[p.first] [p.second] = false;

visitados -= 1;
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}

int main( ) {
std::cin >> n;
visitados = 1;
arr [0] [0] true;
cuenta(0, 0);
std::cout << res << "\n";

Soluciones de

1. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-rectangulo-de-dominol

Solucién: Para n = 1 sélo hay una solucién (la ficha vertical) y para n = 2 hay dos soluciones
(dos fichas verticales o dos horizontales). El caso general de f(n) se deduce como sigue: podemos
poner una ficha vertical y delegar el trabajo a f(n — 1) o poner dos horizontales y delegar el
trabajo a f(n — 2). La recurrencia resultante es casi la misma que Fibonacci y exhibe una gran
cantidad de trabajo repetido. Podemos aplicar recursion con memorizacion inicializando el arreglo
con un centinela menor o igual a 0 y debemos tener cuidado en usar un entero de al menos 64 bits.

#include <iostream>
long long memorial[50 + 1];

long long f(int n) {

if (memoria[n] == -1) {
if (n <= 2) {
memorialn] = n;
} else {

memorialn] = f(n - 1) + £f(n - 2);
}
}
return memorialn];

}

int main( ) {
int n;
std::cin >> n;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
memoriali] = -1;
}
std::cout << f(n) << "\n";

2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/La-funcion-loca.

Solucién: Aunque el rango de los dos pardmetros es de 0 a 10°, es inviable declarar una matriz
cuadrada de esa magnitud. Debemos darnos cuenta que la recurrencia siempre divide sus para-
metros entre 2 (excepto en el caso base), por lo que en realidad sélo hay una cantidad logaritmica
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de valores distintos que pueden tomar los parametros durante la evaluacién. Podemos anadirle a
la recurrencia la cantidad de veces que hemos divido a = y a con respecto a la invocacion original
y usar esa informacion para acceder a la matriz de memoria, la cual ahora puede ser muy pequena.

#include <iostream>
long long memorial[20] [20];

long long f(int x, int a, int dx, int da) {

if (memorialdx][da] == -1) {
if (a == 0) {
memorialdx][da]l = (x + 1) / 2;
} else if (x == 0) {
memorialdx] [da] = 2 * a;

} else {
memoria[dx] [da]

f(x /2, a, dx + 1, da) + f(x, a/ 2, dx, da + 1);
}

}

return memorialdx] [da];

}

int main( ) {

int x, a;

std::cin >> x >> a;

for (int i = 0; i < 20; ++i) {
for (int j = 0; j < 20; ++j) {

memoriali] [j] = -1;

}

}

std::cout << f(x, a, 0, 0);

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Evaluando-una-funcion.

Solucién: La dificultad de este problema es que la n de la recurrencia puede ser negativa. Por otra
parte, debemos observar que el valor absoluto de n jaméas aumenta, por lo que basta un arreglo
de memoria de tamafio 2n + 1 y basta mapear los accesos al arreglo a un rango no negativo.

#include <iostream>
long long memorial[100 + 17;

long long f(int n) {
if (memorialn + 50] == 0) {

if (n == 0) {
memorialn + 50] = 1;
} else {

memorial[n + 50] (n<07? f(-n) +f(n+1) +2: f(-n+ 1) + 1);
}
}

return memorial[n + 50];
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int main( ) {
int n;
std::cin >> n;
std::cout << f(n) << "\n";

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Evaluando-una-funcion-algo-rara.

Solucién: En este problema, uno de los dos parametros de la recurrencia se mantiene constan-
te durante su evaluacién, por lo que podemos omitir una de las dimensiones de lo que hubiera
sido una matriz gigantesca, para asi volvera un arreglo. Sin embargo, el problema pide evaluar
la recurrencia varias veces, asi que el arreglo de memoria puede no ser vélido si la constante de
la recurrencia cambia. Otra dificultad es que la recurrencia puede tomar valores muy grandes
y se necesita evaluar con enteros de 64 bits sin signo (donde el resultado es médulo 254), por
lo que no obvio cudl podria ser un buen valor centinela. Afortunadamente, es poco frecuente
que la recurrencia evalte a 0, por lo que se puede usar este valor como centinela e ignorar el tra-
bajo repetido que apareceria al confundir el centinela con un valor memorizado que también vale 0.

#include <iostream>
unsigned long long memoria[10000 + 1];

unsigned long long f(int x, int y) {

if (memorialy] == -1) {
if (y <= 2) {
memorialy]l = x + y;
} else {

memorialy] = x + f(x, y - 1) + 5 * f(x, y - 2);
}
}
return memorialy];

}

int main( ) {
int n;
std::cin >> n;

for (int i = 0; i < n; ++i) {
int x, y;
std::cin >> x >> y;
for (int i = 0; i <= y; ++i) {
memorial[i] = -1;
}

std::cout << f(x, y) << "\n";

Soluciones de m

1. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Bajando-por-el-arbol,
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Solucién: En este problema, conviene observar que n sélo sirve para determinar la altura del
arbol completo en cuestién. Definiremos f(h,d) como la cantidad total de nodos alcanzables que
existen en un arbol de altura h si sélo podemos bajar d veces por la derecha. La llamada inicial
de la siguiente recurrencia es f(popcount(n),d):

0 sih=0

F(hod) =3 1+ f(h—1,d) sid=0
1+ f(h—1,d)+ f(h—1,d—1) en otro caso

Dado que h siempre se decrementa conforme avanza la recursién, podemos llenar la tabla dina-
mica por filas comenzando por h = 0.

#include <iostream>

int main( ) {

int n, d;
std::cin >> n >> d;
int h = __builtin_popcount(n);

int arr[h + 1][d + 1];
for (int i = 0; i <= h; ++i) {
for (int j = 0; j <= d; ++j) {

if (1 ==0) {
arr[i] [j]1 = 0;
} else {

arr[i][j] =1 + arr[i - 1]J[j] + (j '= 0 7 arr[i - 11[j - 1] : 0);
}

}

std::cout << arr[h][d] << "\n";

2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/interminable-mermeladal

Solucién: En este problema, hay tres decisiones que podemos tomar con respecto a la mermelada
en los estantes: ignorar la mermelada de ambos estantes, comer la mermelada del lado izquierdo
o comer la mermelada del lado derecho. Definiremos f(i) como la mayor cantidad de mermelada
que podemos comer de los estantes eg y e; desde el piso ¢ hasta el piso n — 1. En la recurrencia,
e y n son constantes implicitas. La llamada inicial de la siguiente recurrencia es f(0):

. 0 siit>n
f(i) = méx(f(i + 1), kn}%)i}{ek[i] + f(i + méx(1,er[i]))}) en otro caso
€10,

Dado que i siempre se incrementa conforme avanza la recursion, podemos llenar la tabla dindmica
por filas comenzando por ¢ = n. La complejidad del algoritmo propuesto es O(n).

#include <algorithm>
#include <iostream>
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int main( ) {
int n;
std::cin >> n;

int botes[2] [n];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cin >> botes[0] [i] >> botes[1][il;

}
int res[n + 1];
for (int i = n; i >= 0; —-1i) {
if (i == n) {
res[n] = 0;
} else {
res[i] = std::max({ res[i + 1],

botes[0] [i] + res[std::min(n, i + std::max(1, botes[0][i]))],
botes[1][i] + res([std::min(n, i + std::max(l, botes[1][i]))]
b;
}

std::cout << res[0] << "\n";

3. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Los-arboles-del-bosque-de-cedros.

Solucién: Para cada arbol, podemos elegir entre ignorarlo o llevarnoslo. Definiremos f (7, ¢) como
la menor cantidad de la madera que podemos recolectar del bosque a desde el arbol i hasta el
arbol n —1, siendo que ya recolectamos ¢ unidades y necesitamos recolectar al menos m unidades.
En la recurrencia, a, n y m son constantes implicitas. Como deseamos minimizar, una solucién
invalida regresard oo en su caso base. La llamada inicial de la siguiente recurrencia es f(0,0):

c sie>m
fi,c) = < o0 sic<mAi=n
min(f(i +1,¢), f(i+ 1,c+ali])) en otro caso

Dado que 7 siempre se incrementa conforme avanza la recursién, podemos llenar la tabla dinamica
por filas comenzando por i = n. La complejidad del algoritmo propuesto es O(nm).

#include <algorithm>
#include <climits>
#include <iostream>

int main( ) {
int n, m;
std::cin >> n >> m;

int arboles[n];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cin >> arboles[i];

}
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int tabla[n + 1][m + 350 + 1];
for (int i = n; i >= 0; --i) {
for (int ¢ = m + 350; ¢ >= 0; --c) {
if (¢ >=m) {
tablal[i] [c] = c;
} else if (i == n) {
tablal[i] [c] INT_MAX;
} else {
tabla[i] [c]

std::min(tabla[i + 1] [c], tablal[i + 1][c + arboles[il]);
}

}

std::cout << tabla[0][0] << "\n";

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-ladron-precavido.

Solucién: Para cada objeto, podemos elegir entre ignorarlo o llevarnoslo. Cuando nos lo llevamos,
estamos obligados a ignorar el siguiente. Definiremos f (i, ¢) como el mayor peso total que podemos
recolectar de la béveda a desde el objeto i hasta el objeto n—1, siendo que sélo tenemos capacidad
suficiente para recolectar ¢ unidades. En la recurrencia, a y n son constantes implicitas. La llamada
inicial de la siguiente recurrencia es f(0, ¢):

0 sit>n
fi,e) =4 f(i+1,¢) sii<nAc<ali
max(f(i + 1,¢),ali] + f(i+2,c — ali])) en otro caso

Dado que i siempre se incrementa conforme avanza la recursion, podemos llenar la tabla dindmica
por filas comenzando por i = n. La complejidad del algoritmo propuesto es O(nc).

#include <algorithm>
#include <iostream>

int main( ) {
int n, c;
std::cin >> n >> c;

int pesos[n];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cin >> pesos[il;

}

int memorialn + 2] [c + 1];
for (int i =n + 1; i >= 0; ——i) {
for (int j = 0; j <= c; ++j) {
if (1 >=n) {
memoriali] [j] = O;
} else {
int resl = memoriali + 1][j];
int res2 = (j >= pesos[i] 7
memoriali + 2] [j - pesos[i]] + pesos[i] : -1
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);
memoriali] [j] = std::max(resl, res2);

}
}
std::cout << memorial[0] [c] << "\n";

int i = 0;
while (i < n) {
if (c >= pesos[i] &&
memoriali] [c] == memoriali + 2] [c - pesos[i]] + pesos[i]) {
std::cout << i << " ";
c -= pesos[i];
i += 2;
} else {
i+=1;

3

Soluciones de

1. Resuelve el problemahttps://omegaup.com/arena/problem/Exponenciacion-con-multiplicaciol

Solucién: Para resolver este problema, basta con aplicar la estrategia descrita en las notas.

#include <algorithm>
#include <climits>
#include <iostream>
#include <vector>

int main( ) {
int n;
std::cin >> n;

int tam = 2 * n + 1, distancia[tam];
std::fill(distancia, distancia + tam, INT_MAX);
std::vector<int> actual = { 0 };

distancial[0] = 0;

while (distancial[n] == INT_MAX) {
std::vector<int> siguiente;
for (int vertice : actual) {
int vecinos[] = { vertice + 1, vertice * 2, vertice - 1 };
for (int checar : vecinos) {
if (0 <= checar && checar < tam && distancialchecar] == INT_MAX) {
distancialchecar] = distancialvertice] + 1;
siguiente.push_back(checar);
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actual = siguiente;

}

std::cout << distancialn];

. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/audencia_salon_marcianol

Solucién: Para resolver este problema, basta con aplicar busqueda en amplitud sobre una grafica
implicita formada por las coordenadas validas dentro del salén marciano.

#include <iostream>
#include <vector>

struct coord {
int i, j;

};

int main( ) {
int n, m, c, s;
std::cin >> n >> m >> ¢ >> s;

int matriz[n] [m];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
for (int j = 0; j < m; ++j) {
matriz[i] [j] = -1;
}

std: :vector<coord> actual = { {0, 0} };
matriz[0] [0] = O;

while (matriz[n - 1][m - 1] == -1 && 'actual.empty( )) {
std::vector<coord> siguiente;
for (coord celda : actual) {
coord vecinos[] = {
{celda.i - c, celda.j},
{celda.i - s, celda.j},
{celda.i + c, celda.j},
{celda.i + s, celda.j},
{celda.i, celda.j - c},
{celda.i, celda.j - s},
{celda.i, celda.j + c},
{celda.i, celda.j + s},
};
for (coord checar : vecinos) {
if (0 <= checar.i && checar.i < n &&
0 <= checar.j && checar.j < m &&
matriz[checar.i] [checar.j] == -1) {
matriz[checar.i] [checar.j] = matriz[celda.i] [celda.j] + 1;
siguiente.push_back(checar);
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actual = siguiente;

}

std::cout << matriz[n - 1][m - 1] << "\n";

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Saltando-hacia-la-pared.

Solucién: Para resolver este problema, basta con aplicar biisqueda en amplitud teniendo cuidado
de no salirse del rango de posiciones factibles (no podemos ir més atrds de nuestra posicién inicial
ni superar la pared). A cada paso, hay cuatro movimientos a contemplar: un salto corto a ambas
direcciones y un salto largo también en ambas direcciones.

#include <deque>
#include <iostream>
#include <map>

int main( ) {
int ¢, s, d;
std::cin >> ¢ >> s >> d;

std::map<int, int> tabla = { { 0, 0 } };
std: :deque<int> cola = { 0 };
while (tabla.find(d) == tabla.end( ) && !cola.empty( )) {
int actual = cola.front( );
cola.pop_front( );
for (int checar : std::initializer_list<int>{
actual - ¢, actual - s, actual + c, actual + s
» A
if (0 <= checar && checar <= 4 &&
tabla.emplace(checar, checar - actual).second) {
cola.push_back(checar);

auto iter = tabla.find(d);
if (iter == tabla.end( )) {
std::cout << -1 << "\n";
} else {
std::deque<int> saltos;
for (int pos = d, salto; (salto = tabla[pos]) != 0; pos -= salto) {
saltos.push_front(salto);
}

std::cout << saltos.size( ) << "\n";
for (int salto : saltos) {
std::cout << salto << " ";

3

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/lsp.
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Solucién: Este problema se resuelve con busqueda en amplitud, pero la existencia de lobos y el
requerimiento de no enfrentar a mas de L de ellos complica bastante el problema. Puede ocurrir
que una ruta que llegue rapidamente una celda cercana a la salida pero haya enfrentando una
cantidad exagerada de lobos resulte infactible si para alcanzar la salida necesitos enfrentar atn
mas lobos. En ese sentido, no podemos saber de antemano si una ruta rapida que enfrente muchos
lobos es mejor que una ruta larga que enfrente pocos. Llevaremos el registro de lobos enfrentados
en cada ruta de la bisqueda y no visitaremos ni muros ni el que hubiera sido el lobo L 4+ 1 de la
ruta. La primera vez que lleguemos a una celda del laberinto, registraremos la cantidad de lobos
que enfrentamos usando la ruta actual y permitiremos que rutas maés largas visiten de nuevo esa
celda si se enfrentaron una cantidad menor de lobos (actualizando la informacién de la celda para
endurecer el requerimiento de llegar con pocos lobos).

#include <algorithm>
#include <climits>
#include <iostream>
#include <vector>

struct coord {
int i, j, p, w;

};

struct registro {
int p, w;

};

int main( ) {
int w, n;
std::cin >> w >> n;

char tablero[n] [n];
coord entrada, salida;
for (int i = 0; i < n; ++i) {
for (int j = 0; j < mn; ++j) {
std::cin >> tablero[il [j];

if (tablerol[i][j] == 'E') {
entrada = {i, j};
} else if (tablero[i][j] == 'S') {

salida = {i,j};
}

}

registro matriz[n] [n];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
for (int j = 0; j < n; ++j) {
matriz[i][j] = {INT_MAX,INT_MAX};
+
}

matriz[entrada.i] [entrada.j] = {0,0};

std: :vector<coord> actual = {entrada};

while (matriz[salida.i] [salida.j].p == INT_MAX &&
lactual.empty( )) {

71




std::vector<coord> siguiente;
for (coord celda : actual) {
coord vecinos[] = {

{celda.i - 1, celda.j, celda.p + 1, celda.w},
{celda.i + 1, celda.j, celda.p + 1, celda.w},
{celda.i, celda.j - 1, celda.p + 1, celda.w},
{celda.i, celda.j + 1, celda.p + 1, celda.w}

+;
for (coord checar : vecinos) {
if (0 <= checar.i && checar.i < n &&
0 <= checar.j && checar.j < n &&
tablero[checar.i] [checar.j] != '#') {
checar.w += (tablero[checar.i] [checar.j] == '*');
if (checar.w <= w &&
(checar.p < matriz[checar.i] [checar.j]l.p ||
checar.w < matriz[checar.i] [checar.j].w)) {
matriz[checar.i] [checar.j].p = std::min(
matriz[checar.i] [checar.j].p,
checar.p
)
matriz[checar.i] [checar.j].w = std: :min(
matriz[checar.i] [checar.j].w,
checar.w
)3

siguiente.push_back(checar);

3

actual = siguiente;

int res = matriz[salida.i] [salida.j].p;
std::cout << (res == INT_MAX ? -1 : res);

Soluciones de

1. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-baile-de-las-langostas

por columnas, sin cambiar de columna hasta llenar la anterior.

Solucién: Como no podemos repetir animales por filas, una estrategia correcta consiste en orde-
nar los animales (o contar cudntos hay de cada tipo) y asignarlos ordenadamente en una matriz

#include <algorithm>
#include <iostream>

int main( ) {
int £, c;
std::cin >> f >> c;

int n = f * ¢, arr[n];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
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std::cin >> arr[il;
}

std::sort(arr, arr + n);

for (dnt i = 0; i < f; ++i) {
for (int j = 0; j < c; ++j) {
std::cout << arr[f * j + i] << ' ';

’

}

std::cout << '\n';

2. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/El-problema-de-la-mochila-cl

Solucién: Para resolver este problema, basta aplicar la estrategia descrita en las notas.

#include <algorithm>
#include <cstdio>
#include <iostream>

struct objeto {
int peso, valor;

};

int main( ) {
int n; double c;
std::cin >> n >> c;

objeto arr([n];

for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cin >> arr[i].peso >> arr[i].valor;

}

std::sort(arr, arr + n, [](const objeto& a, const objeto& b) {
return double(a.valor) / a.peso > double(b.valor) / b.peso;

IO

double res = O;

for (int i = 0; i < n; ++i) {
double quitar = std::min(c, double(arr[i].peso));
res += quitar * double(arr[i].valor) / arr[i].peso;
c —= quitar;

}

std: :printf("%.2f\n", res);

3. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Horarios-empalmados!|

Solucién: Para resolver este problema, basta aplicar la estrategia descrita en las notas.

#include <algorithm>
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#include <iostream>

struct evento {
int ini, fin;

};

int main( ) {
int n;
std::cin >> n;

evento arr[n];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cin >> arr([i].ini >> arr[i].fin;

}

std::sort(arr, arr + n, [](evento el, evento e2) {
return el.fin < e2.fin;

B

int h = 0, res = 0;
for (dnt i = 0; i < n; ++i) {
if (arr[i].ini >= h) {
res += 1;
h = arr[i] .fin;

std::cout << res;

4. Resuelve el problema https://omegaup.com/arena/problem/Voltea-monedas-consecutivas,

Solucién: Para resolver este problema, debemos comenzar observando que el estado final de ca-
da moneda depende tnicamente de la cantidad de veces que las operaciones la afectan. Por otra
parte, debemos observar que aplicar dos veces una operacién en el mismo intervalo tiene el efecto
de deshacer la operacién anterior, ya que 14+ 1 =0 (mdd 2). Como ademds la suma es conmu-
tativa, sOlo tiene caso aplicar cero veces o una vez la operacién en cada intervalo posible. Las
moneda de los extremos sélo son afectadas por los intervalos extremos, por lo que la decision de
si aplicar o no una operacion la podemos hacer de izquierda a derecha y es de hecho, una decisiéon
obligada. Al final s6lo verificaremos si la fila completa de monedas ya estda completamente en soles.

#include <algorithm>
#include <iostream>

int main( ) {
int n, m;
std::cin >> n >> m;

bool arr[n];
for (int i = 0; i < n; ++i) {
std::cin >> arr[i];

}
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int res = 0;
for (int 1 = 0; i <= n - m; ++i) {
if (arr[i] == 0) {

res += 1;
for (int j = 0; j < m; ++j) {
arr[i + j] = larr[i + jl;
}
}
}
if (std::count(arr, arr + n, 1) == n)
std::cout << res << "\n";
} else {
std::cout << -1 << "\n";
}
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